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ÔÎÐÌÀËÜÍÛÅ ßÇÛÊÈ È ÀÂÒÎÌÀÒÛ VII:
ÔÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÐßÄÛ ÄÅÐÅÂÜÅÂ

(×àñòü I)

Ýòî ñåäüìàÿ ñòàòüÿ â ñåðèè, äàþùåé îáçîð íåêîòîðûõ
ðàçäåëîâ òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è àâòîìàòîâ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ïîëóêîëåö, ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ, ìàòðèö
è òåîðèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ
àâòîìàòû íàä äåðåâüÿìè (ðÿäàìè äåðåâüåâ) è ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ. Îñíîâíûìè òåìàìè ñòàòüè ÿâ-
ëÿþòñÿ ñëåäóþùèå.

1. Ýêâèâàëåíòíîñòü àâòîìàòîâ íàä äåðåâüÿìè (ñîîò-
âåòñòâåííî, êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, ïîëèíîìèàëüíûõ àâòî-
ìàòîâ íàä äåðåâüÿìè), ïîâåäåíèå êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ðÿ-
äàìè äåðåâüåâ íàä ïîëóêîëüöîì, è ñèñòåì óðàâíåíèé (ñîîò-
âåòñòâåííî, êîíå÷íûõ, ïîëèíîìèàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé),
íàèìåíüøèå ðåøåíèÿ êîòîðûõ åñòü êîðòåæè ðÿäîâ äåðåâüåâ
íàä ïîëóêîëüöîì.

2. Ðåçóëüòàò Êëèíè: êëàññ ðàñïîçíàâàåìûõ ðÿäîâ äåðå-
âüåâ õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàöèîíàëüíûìè âûðàæåíèÿìè ðÿäîâ
äåðåâüåâ.

This is the seventh paper of a series of papers that will give a
survey on several topics on formal languages and automata by
using semirings, formal power series, matrices and �xed point
theory. The seventh paper of this series deals with tree (series)
automata and systems of equations over tree. The main topics of
the paper are the following.

1. Tree automata (resp. �nite, polynomial tree automata),
whose behaviors are tree series over a semiring, and systems of
equations (resp. �nite, polynomial systems of equations), whose
least solutions are tuples of tree series over a semiring, are
equivalent.

2. A Kleene result: the class of recognizable tree series is
characterized by rational tree series expressions.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôîðìàëüíûé ÿçûê, àâòîìàò, àâòîìàò íàä äåðåâüÿ-
ìè, ïîëóêîëüöî, ôîðìàëüíûå ðÿäû äåðåâüåâ.

Key words: formal languages, automaton, tree automaton, semiring,
formal tree series.
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1. Ââåäåíèå

Ýòà ñåäüìàÿ ñòàòüÿ â ñåðèè, äàþùåé îáçîð íåêîòîðûõ ðàçäå-
ëîâ òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è àâòîìàòîâ. Â ñòàòüå ñîîáùàåòñÿ
îá îáîáùåíèè íåêîòîðûõ êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïî ôîðìàëüíûì
ÿçûêàì, ôîðìàëüíûì ÿçûêàì íàä äåðåâüÿìè, ÿçûêàì ñ êîíå÷íûìè è
áåñêîíå÷íûìè ñëîâàìè, àâòîìàòàì, àâòîìàòàì íàä äåðåâüÿìè è äð.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ ÷àñòÿìè I�V [2�6] íàøåé
ñåðèè.

Êðîìå òîãî, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü èìååò íåêîòîðûå áà-
çîâûå çíàíèÿ î ÿçûêàõ íàä äåðåâüÿìè è àâòîìàòàõ íàä äåðåâüÿì (ñì.
[18; 28; 29]). Ôîðìàëüíûå ðÿäû äåðåâüåâ áûëè ââåäåíû â ðàáîòå [8],
à çàòåì ïîäðîáíî èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [9; 11�16; 21; 27; 37�40; 42].

Äàííàÿ ñòàòüÿ ñîñòîèò èç íàñòîÿùåé è òðåõ ïîñëåäóþùèõ ãëàâ.
Â ãëàâå 2 ìû îïðåäåëèì äèñòðèáóòèâíûå Σ-àëãåáðû, ãäå Σ � ïðîèç-
âîëüíàÿ ñèãíàòóðà. Ìû ââåäåì ðÿäû äåðåâüåâ è îõàðàêòåðèçóåì äèñ-
òðèáóòèâíûå Σ-àëãåáðû ðÿäîâ äåðåâüåâ (ñ êîýôôèöèåíòàìè â íåïðå-
ðûâíîì ïîëóêîëüöå) óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì. Ìû èñïîëüçóåì ýòó
õàðàêòåðèçàöèþ äëÿ âûâîäà ñâîéñòâ ïîäñòàíîâîê ðÿäîâ äåðåâüåâ.

Â ãëàâå 3 ìû îïðåäåëèì àâòîìàòû íàä äåðåâüÿìè è ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ ñîñòîÿò èç ðÿäîâ äåðåâüåâ. Ýòè ïîíÿ-
òèÿ îáðàçóþò îñíîâó äëÿ ðàññìîòðåíèÿ êîíå÷íûõ è ìàãàçèííûõ àâòî-
ìàòîâ íàä äåðåâüÿìè è ïîëèíîìèàëüíûõ ñèñòåì. Ãëàâíûé ðåçóëüòàò
ýòîé ãëàâû ñîñòîèò â òîì, ÷òî (êîíå÷íûå, ïîëèíîìèàëüíûå) àâòîìà-
òû íàä äåðåâüÿìè è (êîíå÷íûå, ïîëèíîìèàëüíûå) ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè ìåõàíèçìàìè.

Â ãëàâå 4 ìû äîêàæåì òåîðåìó Êëèíè äëÿ ðàñïîçíàâàåìûõ ðÿ-
äîâ äåðåâüåâ, ÷òî ïîçâîëèò òàêæå îïðåäåëÿòü ðàñïîçíàâàåìûå ðÿäû
äåðåâüåâ âûðàæåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè ðåãóëÿðíûì âûðàæåíèÿì.

Èçëîæåíèå â íàñòîÿùåé ñòàòüå ñëåäóåò ðàáîòàì Åçèêà è Êóèõà
[24].

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ îïðåäåëåíèÿìè ÷àñòè II
[3] íàñòîÿùåé ñåðèè ñòàòåé è íå áóäåì èõ ïîâòîðÿòü.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñíà÷àëà ðàññìîòðèì äèñòðèáóòèâíûå àëãåáðû.
Îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû î äèñòðèáóòèâíûõ àëãåáðàõ ãëàâíûì îá-
ðàçîì ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Áîçàïàëèäèñà [14], â îñîáåíîñòè ÷åðåç åãî
ïîíÿòèå K-Γ-àëãåáðû. Îí çàìåòèë, ÷òî ìóëüòèëèíåéíûå îòîáðàæå-
íèÿ åãî ω-àääèòèâíûõ K-Γ-àëãåáð ãàðàíòèðóþò, ÷òî íåêîòîðûå âàæ-
íûå îòîáðàæåíèÿ, èíäóöèðóåìûå ôîðìàëüíûìè ñòåïåííûìè ðÿäàìè,
íåïðåðûâíû (ñì. òåîðåìó 2 â [14]). Ìû ïîïûòàëèñü â íèæåñëåäóþùåì
îïðåäåëåíèè äèñòðèáóòèâíîé àëãåáðû óïðîñòèòü òèï èñïîëüçóåìîé
àëãåáðû, â òî æå âðåìÿ ñîõðàíÿÿ âàæíûå ðåçóëüòàòû. Ðåçóëüòàòû î
äèñòðèáóòèâíûõ àëãåáðàõ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ î ïîëó-
êîëüöàõ, ïðèâåäåííûõ â ïðåäâàðèòåëüíûõ ñâåäåíèÿõ â ÷àñòè II [3].

Âî âòîðîé ÷àñòè ðàçäåëà ìû ââåäåì ôîðìàëüíûå ðÿäû äåðåâüåâ.
Ýòè ôîðìàëüíûå ðÿäû äåðåâüåâ îáðàçóþò äèñòðèáóòèâíûå àëãåáðû.
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Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå âàæíûå
îòîáðàæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ôîðìàëüíûìè ðÿäàìè äåðåâüåâ, è ïîêà-
æåì, ÷òî îíè íåïðåðûâíû.

Ñèãíàòóðà åñòü íåïóñòîå ìíîæåñòâî Σ, ýëåìåíòû êîòîðîãî íà-
çûâàþòñÿ ñèìâîëàìè îïåðàöèé, âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì Σ → N, íà-
çûâàåìûì ôóíêöèåé àðíîñòè è ïðèñâàèâàþùèì êàæäîìó ñèìâîëó
îïåðàöèè åå àðíîñòü (N îáîçíà÷àåò öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà).
Áóäåì çàïèñûâàòü Σ = Σ0∪Σ1∪ . . .∪Σk∪ . . ., ãäå Σk, k > 0, ñîäåðæèò
ñèìâîëû îïåðàöèé àðíîñòè k.

Ïóñòü Σ � ñèãíàòóðà. Íàïîìíèì, ÷òî Σ-àëãåáðà 〈A,Σ〉 ñîñòîèò
èç íåïóñòîãî ìíîæåñòâà A è ñåìåéñòâà îïåðàöèé {σA : Ak → A |
σ ∈ Σk, k > 0}. Êàê îáû÷íî, áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî ñåìåéñòâî îïå-
ðàöèé òîæå Σ, à ñåìåéñòâî k-àðíûõ îïåðàöèé � Σk, k > 0 (ñì. [28;
31; 45; 54]). Àëãåáðà 〈A,+, 0,Σ〉, ãäå 〈A,+, 0〉 � êîììóòàòèâíûé ìî-
íîèä è 〈A,Σ〉 � Σ-àëãåáðà, íàçûâàåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé Σ-àëãåáðîé,
åñëè ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ σA ∈ Σk è âñåõ
a, a1, . . . , ak ∈ A, k > 1:
(i) σA(a1, . . . , aj−1, 0, aj+1, . . . , ak) = 0 äëÿ âñåõ 1 6 j 6 k;
(ii) σA(a1, . . . , aj−1, aj + a, aj+1, . . . , ak) =

= σA(a1, . . . , aj−1, aj , aj+1, . . . , ak) +
+ σA(a1, . . . , aj−1, a, aj+1, . . . , ak) äëÿ âñåõ 1 6 j 6 k.

Ìîðôèçì äèñòðèáóòèâíûõΣ-àëãåáð ñîõðàíÿåò êàê ñòðóêòóðó ìî-
íîèäà, òàê è îïåðàöèè â Σ. Â äàëüíåéøåì Σ = Σ0 ∪Σ1 ∪ . . .∪Σk ∪ . . .
âñåãäà áóäåò îáîçíà÷àòü ñèãíàòóðó. Â ñâÿçè ñ äåðåâüÿìè ñèãíàòó-
ðà áóäåò íàçûâàòüñÿ ðàíæèðîâàííûì àëôàâèòîì, ãäå ðàíã ñèìâîëà
îïåðàöèè � ýòî åå àðíîñòü.

Äèñòðèáóòèâíàÿ Σ-àëãåáðà 〈A,+, 0,Σ〉 êðàòêî îáîçíà÷àåòñÿ êàê
A, åñëè +, 0 è Σ ïîäðàçóìåâàþòñÿ. Ïîíÿòèå äèñòðèáóòèâíîé
Σ-àëãåáðû áûëî ââåäåíî â ðàáîòå Êóèõà [37] ïîä íàçâàíèåì ¾äèñ-
òðèáóòèâíûé ìóëüòèîïåðàòîðíûé ìîíîèä¿. Èäåìïîòåíò äèñòðèáó-
òèâíûõ Σ-àëãåáð, òî åñòü Σ-àëãåáð 〈A,+, 0,Σ〉, ãäå a + a = a äëÿ
âñåõ a ∈ A, áûë ââåäåí â ðàáîòå [19] ïîä íàçâàíèåì ¾äèñòðèáóòèâíàÿ
F -ìàãìà¿. Êðîìå òîãî, äèñòðèáóòèâíûåΣ-àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ ¾ñîêðà-
ùåííîé¿ âåðñèåé K-Γ-àëãåáð èç [14].

ÄèñòðèáóòèâíóþΣ-àëãåáðó 〈A,+, 0,Σ〉 íàçûâàþò óïîðÿäî÷åííîé,
åñëè 〈A,+, 0〉 óïîðÿäî÷åí è êàæäàÿ îïåðàöèÿ σA ∈ Σ ñîõðàíÿåò ïî-
ðÿäîê ïî êàæäîìó àðãóìåíòó. Åñëè ïîðÿäîê ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì,
òî ïîñëåäíåå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ ïî äèñòðèáóòèâíîñòè. Ìîðôèçì
óïîðÿäî÷åííûõ äèñòðèáóòèâíûõ Σ-àëãåáð ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì äèñ-
òðèáóòèâíûõ Σ-àëãåáð, ñîõðàíÿþùèì ïîðÿäîê.

Äèñòðèáóòèâíàÿ Σ-àëãåáðà 〈A,+, 0,Σ〉 íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñ-
ëè 〈A,+, 0〉 ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì è ñëåäóþùåå äîïîëíèòåëüíîå óñëî-
âèå âûïîëíåíî äëÿ âñåõ σA ∈ Σk, ìíîæåñòâ èíäåêñîâ I1, . . . , Ik è
ai1 , . . . , aik ∈ A, i1 ∈ I1, . . . , ik ∈ Ik, k > 1:

σA(
∑

i1∈I1

ai1 , . . . ,
∑

ik∈Ik

aik) =
∑

i1∈I1

. . .
∑

ik∈Ik

σA(ai1 , . . . , aik).



С. И. Алешников, Ю. Ф. Болтнев, З. Език, С. А. Ишанов, В. Куих 

 

8 8

Íàêîíåö, óïîðÿäî÷åííàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ Σ-àëãåáðà 〈A,+, 0,Σ〉 íå-
ïðåðûâíà, åñëè 〈A,+, 0〉 íåïðåðûâåí è åñëè îïåðàöèè σA ∈ Σk íåïðå-
ðûâíû: äëÿ âñåõ a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ak ∈ A, 1 6 i 6 k, è äëÿ êàæ-
äîãî íàïðàâëåííîãî ìíîæåñòâà D ⊆ A

σA(a1, . . . , supD, . . . , ak) = supσA(a1, . . . , D, . . . , ak) .

Ìîðôèçì ïîëíûõ (ñîîòâåòñòâåííî íåïðåðûâíûõ) äèñòðèáóòèâíûõ
Σ-àëãåáð ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì ïîëíûõ (ñîîòâåòñòâåííî íåïðåðûâ-
íûõ) ìîíîèäîâ è ìîðôèçìîì äèñòðèáóòèâíûõ Σ-àëãåáð. Èç ïðåä-
ëîæåíèÿ 2.1 ÷àñòè II [3] ëåãêî ïîëó÷èì.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ Σ-àë-
ãåáðà ïîëíà. Ëþáîé ìîðôèçì íåïðåðûâíûõ äèñòðèáóòèâíûõ Σ-àë-
ãåáð ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì ïîëíûõ äèñòðèáóòèâíûõ Σ-àëãåáð.

Ïðèìåð 2.1. Ïóñòü Σ =
⋃

k>0 Σk, Σk = {ωk}, k > 0. Ðàññìîòðèì
ïîëóêîëüöî 〈A,+, ·, 0, 1〉 è îïðåäåëèì ωk, k > 0, êàê k-àðíûå îïå-
ðàöèè: êîíñòàíòà ω0 åñòü 1, óíàðíàÿ îïåðàöèÿ ω1 � òîæäåñòâåííîå
îòîáðàæåíèå è k-àðíàÿ îïåðàöèÿ ωk åñòü k-êðàòíîå ïðîèçâåäåíèå, òî
åñòü ωk(a1, . . . , ak) = a1 · · · ak, k > 2. Òîãäà 〈A,+, 0,Σ〉 � äèñòðèáó-
òèâíàÿ Σ-àëãåáðà. Åñëè 〈A,+, ·, 0, 1〉 � íåïðåðûâíîå ïîëóêîëüöî, òî
〈A,+, 0,Σ〉 � íåïðåðûâíàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ Σ-àëãåáðà. ¤

Ïðèìåð 2.2. Ðàññìîòðèì ïîëóêîëüöî 〈A,+, ·, 0, 1〉. Ïóñòü Σ =
= Σ0 ∪ Σ1, Σ0 = {ω}, Σ1 = {ωa | a ∈ A}. Òîãäà ïîëóêîëüöî A ìî-
æåò áûòü ¾ñìîäåëèðîâàíî¿ äèñòðèáóòèâíîé Σ-àëãåáðîé 〈A,+, 0,Σ〉.
Çäåñü ω åñòü êîíñòàíòà 1 è äëÿ âñåõ a, b ∈ A, ωa(b) = a · b.

Â äîáàâëåíèå ê çàêîíàì äèñòðèáóòèâíîé Σ-àëãåáðû äëÿ âñåõ
a, a1, a2, b ∈ A âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå çàêîíû:

ωa1(ωa2(b)) = ωa1·a2(b), ωa1+a2(b) = ωa1(b) + ωa2(b),
ω0(b) = 0, ω1(b) = b, ωa(1) = a.

¤
Â äàëüíåéøåì X áóäåò îáîçíà÷àòü àëôàâèò ñèìâîëîâ ëèñòüåâ,

íå ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ Σ (çàìåòèì, ÷òî àëôàâèò ìîæåò áûòü áåñêî-
íå÷íûì). ×åðåç TΣ(X) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî äåðåâüåâ, ïîñòðîåííûõ
íàä Σ ∪ X. Ýòî ìíîæåñòâî TΣ(X) åñòü íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî, ïî-
ñòðîåííîå â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèìè ñîãëàøåíèÿìè:
(i) åñëè σ ∈ Σ0 ∪X, òî σ ∈ TΣ(X),
(ii) åñëè σ ∈ Σk, k > 1, è t1, . . . , tk ∈ TΣ(X), òî σ(t1, . . . , tk) ∈ TΣ(X).

Åñëè Σ0 6= ∅, òî X ìîæåò áûòü ïóñòûì ìíîæåñòâîì (∅ îáîçíà÷àåò
ïóñòîå ìíîæåñòâî).

Åñëè Σ � êîíå÷íûé ðàíæèðîâàííûé àëôàâèò è X � êîíå÷-
íûé àëôàâèò ñèìâîëîâ ëèñòüåâ, òî TΣ(X) ïîðîæäàåòñÿ êîíòåêñòíî-
ñâîáîäíîé ãðàììàòèêîé G = ({S},Σ ∪ X,P, S), ãäå P = {S →
→ ω(S, . . . , S︸



Формальные языки и автоматы VII: формальные ряды деревьев 

 

9 9

Èíîãäà áîëåå íàãëÿäíî èñïîëüçîâàòü ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå:
äåðåâî ω ∈ Σ0 ∪ X ïðåäñòàâëÿåò êîðíåâîå äåðåâî ñ îäíèì åäèí-
ñòâåííûì óçëîì, ìàðêèðîâàííûì ω; äåðåâî ω(t1, . . . , tk), ω ∈ Σk,
t1, . . . , tk ∈ TΣ(X), k > 1, ïðåäñòàâëÿåò êîðíåâîå óïîðÿäî÷åííîå äå-
ðåâî, ãäå êîðåíü, ìàðêèðîâàííûé ω, èìååò äî÷åðíèå óçëû t1, . . . , tk
(â óêàçàííîì ïîðÿäêå).

Ìíîæåñòâî TΣ(X) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â Σ-àëãåáðó, îïðåäåëèâ,
÷òî äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σk è âñåõ t1, . . . , tk ∈ TΣ(X) σTΣ(X)(t1, . . . , tk)
ÿâëÿåòñÿ äåðåâîìσ(t1, . . . , tk). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îñíàùåííîå ýòè-
ìè îïåðàöèÿìè TΣ(X) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíî ïîðîæäåííûì ïîñðåäñòâîì
X: êàæäàÿ ôóíêöèÿ h : X → D, ãäå D � Σ-àëãåáðà, ïðîäîëæàåòñÿ
äî åäèíñòâåííîãî ìîðôèçìà Σ-àëãåáð TΣ(X) → D.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ôîðìàëüíûì ðÿäàì äåðåâüåâ. Îíè îáðàçó-
þò äèñòðèáóòèâíóþ Σ-àëãåáðó. Ïóñòü A � ïîëóêîëüöî. Îáîçíà÷èì
÷åðåç A〈〈TΣ(X)〉〉 ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ äåðåâüåâ íàä TΣ(X),
òî åñòü ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé s : TΣ(X) → A, çàïèñàííûõ â âèäå∑

t∈TΣ(X)(s, t)t, ãäå êîýôôèöèåíò (s, t) åñòü çíà÷åíèå ôóíêöèè s äëÿ
äåðåâà t ∈ TΣ(X). Äëÿ ôîðìàëüíîãî ðÿäà äåðåâüåâ s ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉
îïðåäåëèì íîñèòåëü ðÿäà s: supp(s) = {t ∈ TΣ(X) | (s, t) 6= 0}.
×åðåç A〈TΣ(X)〉 îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðÿäîâ äåðåâüåâ â A〈〈TΣ(X)〉〉,
èìåþùèõ êîíå÷íûé íîñèòåëü. Ñòåïåííîé ðÿä ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì
íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì.

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì äëÿ s1, s2 ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉 ñóììó s1 + s2 ∈
∈ A〈〈TΣ(X)〉〉 ïîñðåäñòâîì

s1 + s2 =
∑

t∈TΣ(X)

((s1, t) + (s2, t))t .

Íóëåâîé ðÿä äåðåâüåâ 0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðÿä äåðåâüåâ, èìåþùèé
âñå êîýôôèöèåíòû, ðàâíûå 0. ßñíî, ÷òî 〈A〈〈TΣ(X)〉〉, +, 0〉 ÿâëÿåòñÿ
êîììóòàòèâíûì ìîíîèäîì.

Äëÿ ω ∈ Σk, k > 0, îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ω̄ : (A〈〈TΣ(X)〉〉)k →
→ A〈〈TΣ(X)〉〉 ïîñðåäñòâîì

ω̄(s1, . . . , sk) =
∑

t1,...,tk∈TΣ(X)

(s1, t1) . . . (sk, tk)ω(t1, . . . , tk) ,

s1, . . . , sk ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉.
ßñíî, ÷òî 〈A〈〈TΣ(X)〉〉, +, 0, Σ̄〉, ãäå Σ̄ = (ω̄ | ω ∈ Σ), ÿâëÿåòñÿ

äèñòðèáóòèâíîé Σ-àëãåáðîé, òàê æå êàê è 〈A〈TΣ(X)〉,+, 0, Σ̄〉 ñ òåìè
æå îïåðàöèÿìè. ÅñëèA � ýòî (åñòåñòâåííî) óïîðÿäî÷åííîå (ñîîòâåò-
ñòâåííî ïîëíîå èëè íåïðåðûâíîå) ïîëóêîëüöî, òî A〈〈TΣ(X)〉〉 ñíîâà
(åñòåñòâåííî) óïîðÿäî÷åííàÿ (ñîîòâåòñòâåííî ïîëíàÿ èëè íåïðåðûâ-
íàÿ) äèñòðèáóòèâíàÿΣ-àëãåáðà. Ïîðÿäîê íàA〈〈TΣ(X)〉〉 ÿâëÿåòñÿ ïî-
òî÷å÷íûì ïîðÿäêîì. Ê òîìó æå åñëè A óïîðÿäî÷åí, òî A〈TΣ(X)〉 �
óïîðÿäî÷åííàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ Σ-àëãåáðà.

Ïðèìåð 2.3.Ôîðìàëüíûå ðÿäû äåðåâüåâ èìåþò òî äîñòîèíñòâî,
÷òî êîýôôèöèåíò äåðåâà â ðÿäó ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ íåêîòîðîé êîëè÷åñòâåííîé èíôîðìàöèè îá ýòîì äåðåâå.
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(i) (ñì. ïðèìåð 2.1 â [8]). Îïðåäåëèì âûñîòó h(t) äåðåâà t â TΣ(X):

h(t) =
{

0 , åñëè t ∈ Σ0 ∪X,
1 + max{h(ti) | 1 6 i 6 k} , åñëè t = ω(t1, . . . , tk), k > 1.

Òåïåðü âûñîòà åñòü ôîðìàëüíûé ðÿä äåðåâüåâ â N〈〈TΣ(X)〉〉:
âûñîòà =

∑

t∈TΣ(X)

h(t)t .

(ii) Ðàññìîòðèì ôîðìàëüíûé ðÿä äåðåâüåâ s â R+〈〈TΣ(X)〉〉 òàêîé,
÷òî 0 6 (s, t) 6 1 äëÿ âñåõ t ∈ TΣ(X). Òîãäà (s, t) ìîæíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü êàê âåðîÿòíîñòü, àññîöèèðîâàííóþ ñ äåðåâîì t. Çäåñü R+ �
ïîëóêîëüöî íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

(iii) Ðàññìîòðèì ôîðìàëüíûé ðÿä äåðåâüåâ s â N∞〈〈TΣ(X)〉〉, ãäå
N∞ = N∪{∞}. Òîãäà êîýôôèöèåíò (s, t) ïðè t ∈ TΣ(X) ìîæíî èíòåð-
ïðåòèðîâàòü êàê êîëè÷åñòâî (âîçìîæíî, ∞) ðàçëè÷íûõ âû÷èñëåíèé
t ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ìåõàíèçìà (ñì. òåîðåìó 3.1).

Äðóãèå ïðèìåðû ìîæíî íàéòè â [8]. ¤
Âûðàçèì óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ðàññìîòðåííûõ âûøå êîíñòðóê-

öèé. Çàìåòèì, ÷òî A〈〈TΣ(X)〉〉 ìîæíî íàäåëèòü ñêàëÿðíûì óìíîæå-
íèåì A × A〈〈TΣ(X)〉〉 → A〈〈TΣ(X)〉〉, (a, s) 7→ as, îïðåäåëåííûì ïî-
ñðåäñòâîì (as, t) = a(s, t) äëÿ âñåõ t ∈ TΣ(X). Åñëè s ∈ A〈TΣ(X)〉, òî
è as ∈ A〈TΣ(X)〉. Ýòà îïåðàöèÿ óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

a(bs) = (ab)s, (1)
1s = s, (2)

(a + b)s = as + bs, (3)
a(s + s′) = as + as′, (4)

a0 = 0 (5)
äëÿ âñåõ a, b ∈ A è s, s′ ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 0s = 0 äëÿ
âñåõ s. Êðîìå òîãî, åñëè A êîììóòàòèâíî, òî èìååì òàêæå

ω̄(a1s1, . . . , aksk) = a1 . . . akω̄(s1, . . . , sk) (6)
äëÿ âñåõ ω ∈ Σk, k > 0, è äëÿ âñåõ ai ∈ A, si ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉, 1 6 i 6 k.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå ïîëóêîëüöî è D �
äèñòðèáóòèâíàÿ Σ-àëãåáðà, íàäåëåííàÿ ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì
A × D → D, (a, d) 7→ ad, óäîâëåòâîðÿþùèì òîæäåñòâàì (1�6).
Òîãäà ëþáàÿ ôóíêöèÿ ϕ : X → D ïðîäîëæàåòñÿ äî îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåííîãî ìîðôèçìà äèñòðèáóòèâíûõ Σ-àëãåáð ϕ] : A〈TΣ(X)〉 → D,
ñîõðàíÿþùåãî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ϕ ïðîäîëæàåòñÿ äî îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëåííîãî ìîðôèçìà Σ-àëãåáðû ϕ̄ : TΣ(X) → D. Ïðî-
äîëæèì äàëåå ϕ̄ äî ϕ], îïðåäåëèâ

ϕ](s) =
∑

t∈TΣ(X)

(s, t)ϕ̄(t)
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äëÿ âñåõ s ∈ A〈TΣ(X)〉. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ϕ] ïðîäîëæàåò ϕ

è ϕ] � ìîðôèçì äèñòðèáóòèâíûõ Σ-àëãåáð, ñîõðàíÿþùèé ñêàëÿð-
íîå óìíîæåíèå, à ýòî ñòàíäàðòíàÿ çàäà÷à. Ïîñêîëüêó îïðåäåëåíèå
ϕ] áûëî ïðèíóäèòåëüíûì, ïðîäîëæåíèå îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî. ¤

Ïîäîáíûé ðåçóëüòàò ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè A � ïîëíîå ïîëóêîëüöî
òàêîå, ÷òî A〈〈TΣ(X)〉〉 � ïîëíàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ Σ-àëãåáðà.

Òåîðåìà 2.3. Äîïóñòèì, ÷òî A � ïîëíîå êîììóòàòèâíîå ïî-
ëóêîëüöî è D � ïîëíàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ Σ-àëãåáðà, íàäåëåííàÿ ñêà-
ëÿðíûì óìíîæåíèåì A × D → D, (a, d) 7→ ad, óäîâëåòâîðÿþùèì
òîæäåñòâàì (1�6). Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(
∑

i∈I

ai)d =
∑

i∈I

aid , (7)

a
∑

i∈I

di =
∑

i∈I

adi (8)

äëÿ âñåõ a, ai ∈ A è d, di ∈ D, i ∈ I, ãäå I � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî
èíäåêñîâ. Òîãäà âñÿêàÿ ôóíêöèÿ ϕ : X → D ïðîäîëæàåòñÿ äî îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëåííîãî ìîðôèçìà ïîëíûõ äèñòðèáóòèâíûõ Σ-àëãåáð
ϕ] : A〈〈TΣ(X)〉〉 → D, ñîõðàíÿþùåãî ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-
ìû 2.2. Ñíà÷àëà ïðîäîëæèì ϕ äî ϕ : TΣ(X) → D, à çàòåì îïðåäåëèì

ϕ](s) =
∑

t∈TΣ(X)

(s, t)ϕ(t)

äëÿ âñåõ s ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉. Cóììà èìååò ñìûñë, òàê êàê D ïîëíî. Äå-
òàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ϕ] � ãîìîìîðôèçì ïîëíûõ äèñ-
òðèáóòèâíûõ Σ-àëãåáð, ñîõðàíÿþùèé ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå, � ñòàí-
äàðòíàÿ ïðîöåäóðà. Îïðåäåëåíèå ϕ] ñíîâà ïðèíóäèòåëüíî. ¤

Åñëè A óïîðÿäî÷åíî6, òî ìîæíî óïîðÿäî÷èòüA〈〈TΣ(X)〉〉 è, ñîîò-
âåòñòâåííî, A〈TΣ(X)〉 ñ ïîìîùüþ ïîòî÷å÷íîãî ïîðÿäêà. Îïðåäåëèì
s 6 s′ äëÿ s, s′ ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (s, t) 6
6 (s′, t) äëÿ âñåõ t ∈ TΣ(X). Íàäåëåííûå ýòèì ïîðÿäêîì A〈〈TΣ(X)〉〉
è A〈TΣ(X)〉 � óïîðÿäî÷åííûå äèñòðèáóòèâíûå Σ-àëãåáðû. Êðîìå
òîãî, ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê ïî îáîèì àðãóìåí-
òàì. Íàêîíåö, åñëè A � íåïðåðûâíîå ïîëóêîëüöî, òî A〈〈TΣ(X)〉〉 òàê-
æå íåïðåðûâíî, è ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå ñîõðàíÿåò òî÷íóþ âåðõíþþ
ãðàíü íàïðàâëåííûõ ìíîæåñòâ ïî îáîèì àðãóìåíòàì.

Ñëåäñòâèå 2.4.Ïóñòü A � óïîðÿäî÷åííîå íåïðåðûâíîå ïîëóêîëü-
öî, D � óïîðÿäî÷åííàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ Σ-àëãåáðà ñ ïîðÿäêîì, ñî-
õðàíÿþùèì ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå A ×D → D, (a, d) 7→ ad, óäîâëå-
òâîðÿþùåå (1�6). Òîãäà âñÿêàÿ ôóíêöèÿ ϕ : X → D ïðîäîëæàåòñÿ
äî îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîãî ìîðôèçìà äèñòðèáóòèâíûõ Σ-àëãåáð
ϕ] : A〈TΣ(X)〉 → D, ñîõðàíÿþùåãî ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå. Êðîìå
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òîãî, åñëè A � íåïðåðûâíîå êîììóòàòèâíîå ïîëóêîëüöî è D �
íåïðåðûâíàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ Σ-àëãåáðà, íàäåëåííàÿ íåïðåðûâíûì
ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì A×D → D, (a, d) 7→ ad, óäîâëåòâîðÿþùèì
(1�6), òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ ϕ : X → D ïðîäîëæàåòñÿ äî îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëåííîãî ìîðôèçìà íåïðåðûâíûõ äèñòðèáóòèâíûõ Σ-àëãåáð
ϕ] : A〈〈TΣ(X)〉〉 → D, ñîõðàíÿþùåãî ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå.

Â äàëüíåéøåì A áóäåò îáîçíà÷àòü íåïðåðûâíîå (ïîëíîå) êîì-
ìóòàòèâíîå ïîëóêîëüöî, ãäå ñóììû îïðåäåëåíû ïðåäëîæåíèåì 2.1
÷àñòè II [3]. Ïóñòü s � ôîðìàëüíûé ðÿä äåðåâüåâ â A〈〈TΣ(X)〉〉 è
ïóñòü D � íåïðåðûâíàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ Σ-àëãåáðà, íàäåëåííàÿ ñêà-
ëÿðíûì óìíîæåíèåì A × D → D, óäîâëåòâîðÿþùèì (1�6), êî-
òîðîå òàêæå íåïðåðûâíî. Ìíîæåñòâî DX âñåõ ôóíêöèé X → D
òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé äèñòðèáóòèâíîé Σ-àëãåáðîé ñ îïðå-
äåëåííûìè ïîòî÷å÷íî îïåðàöèÿìè è óïîðÿäî÷åííîé êàê ìíîæåñòâî
âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé DX → D. Êðîìå òîãî, îíî íàäåëåíî
ïîòî÷å÷íûì ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì, êîòîðîå ñíîâà óäîâëåòâîðÿåò
òîæäåñòâàì(1�6) è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Òåïåðü s èíäóöèðóåò
îòîáðàæåíèå sD : DX → D, h 7→ h](s), äëÿ h ∈ DX .

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Ôóíêöèÿ sD íåïðåðûâíà. Êðîìå òîãî, ñîîò-
âåòñòâèå s → sD îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ îò s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè t ∈ TΣ(X), òî ôóíêöèÿ
tD : DX → D, èíäóöèðîâàííàÿ ñ ïîìîùüþ t, íåïðåðûâíà, òàê êàê
îíà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (à èìåííî ïðî-
åêöèé è íåïðåðûâíûõ îïåðàöèé â D, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèìâîëàì â
Σ) ñ ïîìîùüþ êîìïîçèöèè ôóíêöèé (ñì. [33]). Ïîñêîëüêó ñêàëÿðíîå
óìíîæåíèå è + íåïðåðûâíû, òî ýòî � ëþáàÿ ôóíêöèÿ, èíäóöèðîâàí-
íàÿ ðÿäîì èç A〈TΣ(X)〉. Íî sD åñòü ïîòî÷å÷íûé ñóïðåìóì ôóíêöèé,
èíäóöèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíàìè

∑
t∈F (s, t)t, ãäå F � êîíå÷íîå ïîä-

ìíîæåñòâî âTΣ(X). Ïîñêîëüêó ïîòî÷å÷íûé ñóïðåìóì íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé íåïðåðûâåí (ñì. [33]), ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâèå s 7→ sD îïðåäåëÿåò
íåïðåðûâíóþôóíêöèþ, ïóñòü S îáîçíà÷àåò íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî
â A〈〈TΣ(X)〉〉. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

(sup
s∈S

s)D = sup
s∈S

sD.

Íî äëÿ ëþáîãî h : X → D

(sup
s∈S

s)D(h) = h](sup
s∈S

s) =

= sup
s∈S

h](s) =

= sup
s∈S

sD(h) =

= (sup
s∈S

sD)(h).

¤
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïèñàòü hh] è îáîçíà÷àòü sD êàê s.
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Â ÷àñòíîñòè, ôîðìàëüíûå ðÿäû äåðåâüåâ èíäóöèðóþò íåïðå-
ðûâíûå îòîáðàæåíèÿ � ïîäñòàíîâêè. Ïóñòü Y � íåïóñòîå ìíîæå-
ñòâî ïåðåìåííûõ, ãäå Y ∩ (Σ ∪ X) = ∅, è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
h : Y → A〈〈TΣ(X ∪ Y )〉〉. Ýòî îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî
äî îòîáðàæåíèÿ h : TΣ(X ∪ Y ) → A〈〈TΣ(X ∪ Y )〉〉, ïîëàãàÿ h(x) = x,
x ∈ X. Òåïåðü, ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ðåçóëüòàòó, äëÿ ëþáîãî ðÿäà
s ∈ A〈〈TΣ(X ∪ Y )〉〉 îòîáðàæåíèå h 7→ h(s) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
îò h. Ñîãëàñíî ðàññóæäåíèþ, ïðîâåäåííîìó âûøå, h(s) ìîæåò áûòü
ïîñòðîåíî òàê. Âî-ïåðâûõ, ïðîäîëæèì h íà äåðåâüÿ, îïðåäåëèâ

h(ω(t1, . . . , tk)) = ω̄(h(t1), . . . , h(tk)) =
=

∑
t′1,...,t′k∈TΣ(X∪Y )(h(t1), t′1) . . . (h(tk), t′k)ω(t′1, . . . , t

′
k)

äëÿ ω ∈ Σk è t1, . . . , tk ∈ TΣ(X ∪ Y ), k > 0. Åùå îäíî ðàñøèðåíèå h
äàåò îòîáðàæåíèå h : A〈〈TΣ(X ∪ Y )〉〉 → A〈〈TΣ(X ∪ Y )〉〉 ïðè îïðåäå-
ëåíèè h(s) =

∑
t∈TΣ(X∪Y )(s, t)h(t). Òåïåðü s(h) åñòü ïðîñòî çíà÷åíèå

ýòîé ïðîäîëæåííîé ôóíêöèè â s. Åñëè Y = {y1, . . . , yn} êîíå÷íî,
ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: h : Y → A〈〈TΣ(X ∪ Y )〉〉,
ãäå h(yi) = si, 1 6 i 6 n, îáîçíà÷àåòñÿ êàê (si, 1 6 i 6 n) èëè
(s1, . . . , sn), à çíà÷åíèå ôóíêöèè s îò àðãóìåíòà h îáîçíà÷àåòñÿ êàê
s(si, 1 6 i 6 n) èëè s(s1, . . . , sn). Íåôîðìàëüíî ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòî ïîäñòàíîâêîé ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ äåðåâüåâ si ∈ A〈〈TΣ(X ∪Y )〉〉 â
ïåðåìåííûå yi, 1 6 i 6 n, s ∈ A〈〈TΣ(X ∪ Y )〉〉. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.5
îòîáðàæåíèå s : (A〈〈TΣ(X ∪ Y )〉〉)Y → A〈〈TΣ(X ∪ Y )〉〉, òî åñòü ïîä-
ñòàíîâêà ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ äåðåâüåâ â ïåðåìåííûå èç Y ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì. Êðîìå òîãî, s(s1, . . . , sn) òàêæå íåïðå-
ðûâíî ïî s. (Òàê, îíî íåïðåðûâíî ïî s è ïî êàæäîìó si.) Çàìåòèì,
÷òî s(s1, . . . , sn) =

∑
t∈TΣ(X∪Y )(s, t)t(s1, . . . , sn).

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ôîðìóëû ëåã÷å ÷èòàþòñÿ, åñëè èñïîëüçî-
âàòü îáîçíà÷åíèå s[si/yi, 1 6 i 6 n] äëÿ ïîäñòàíîâêè ôîðìàëüíûõ
ðÿäîâ äåðåâüåâ si â ïåðåìåííûå yi, 1 6 i 6 n, â s âìåñòî îáîçíà÷å-
íèÿ s(si, 1 6 i 6 n). Ïîýòîìó ìû èíîãäà áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòî
îáîçíà÷åíèå s[si/yi, 1 6 i 6 n].

Ïîäîáíûì æå îáðàçîì s ∈ A〈〈TΣ(X∪Y )〉〉 òàêæå èíäóöèðóåò îòîá-
ðàæåíèå s : (A〈〈TΣ(X)〉〉)Y → A〈〈TΣ(X)〉〉.

Íàøà ïîäñòàíîâêà íà ôîðìàëüíûõ ðÿäàõ äåðåâüåâ ÿâëÿåòñÿ îáîá-
ùåíèåì OI-ïîäñòàíîâîê íà ôîðìàëüíûõ ÿçûêàõ íà äåðåâüÿõ. Ìû íå
áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáîáùåíèÿ IO-ïîäñòàíîâêè. Â ðàáîòàõ [15; 21;
27] ðàññìàòðèâàþòñÿ ýòè îáîáùåíèÿ íà ôîðìàëüíûå ðÿäû äåðåâüåâ.
Çà òî÷íûìè îïðåäåëåíèÿìè OI- è IO-ïîäñòàíîâîê îòñûëàåì ê [22],
îïðåäåëåíèå 2.1.1.

Êîíñòðóêöèÿ ðÿäà äåðåâüåâ è âûøåîïèñàííûå ðåçóëüòàòû î ñâî-
áîäíîñòè äîïóñêàþò âåñüìà øèðîêîå îáîáùåíèå. Ïóñòü D � ïðîèç-
âîëüíàÿ Σ-àëãåáðà è A � ïðîèçâîëüíîå ïîëíîå ïîëóêîëüöî. Òîãäà
ìíîæåñòâî ôóíêöèé D → A, îáîçíà÷àåìîå A〈〈D〉〉, åñòü ïîëíàÿ äèñ-
òðèáóòèâíàÿ Σ-àëãåáðà. Íàçîâåì ýëåìåíòû èç A〈〈D〉〉 ðÿäàìè è îáî-
çíà÷èì èõ

∑
d∈D(s, d)d èëè

∑
d∈supp(s)(s, d)d. Ñóììà ëþáîãî ñåìåé-

ñòâà ðÿäîâ åñòü èõ ïîòî÷å÷íàÿ ñóììà. Íóëåâîé ðÿä � ýòî íóëü. Êðîìå
òîãî, äëÿ êàæäîãî ω ∈ Σk, k > 1, è äëÿ êàæäîãî s1, . . . , sk ∈ A〈〈D〉〉,
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ω(s1, . . . , sk) =
∑

d∈D

(
∑

d=ω(d1,...,dk)

(s1, d1) . . . (sk, dk))d .

A〈〈D〉〉 íàäåëåíà ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì A×A〈〈D〉〉 → A〈〈D〉〉, è âû-
ïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (1�6, 7, 8). Åñëè A � íåïðåðûâíîå ïîëóêîëü-
öî, òî íàäåëåííàÿ ïîòî÷å÷íûì ïîðÿäêîì A〈〈D〉〉 � íåïðåðûâíàÿ äèñ-
òðèáóòèâíàÿ Σ-àëãåáðà, è ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå â íåé íåïðåðûâíî.
Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì îáåùàííîå îáîáùåíèå òåîðåìû 2.3.

Òåîðåìà 2.6. Ïðåäïîëîæèì,÷òî A � ïîëíîå êîììóòàòèâíîå
ïîëóêîëüöî è D′ � äèñòðèáóòèâíàÿ Σ-àëãåáðà, íàäåëåííàÿ ñêàëÿð-
íûì óìíîæåíèåì A × D′ → D′, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò òîæ-
äåñòâàì (1)�(6), à òàêæå (7) è (8). Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì,
÷òî D � Σ-àëãåáðà. Òîãäà âñÿêèé ìîðôèçì Σ-àëãåáð ϕ : D → D′
ïðîäîëæàåòñÿ äî îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîãî ìîðôèçìà ïîëíûõ äèñ-
òðèáóòèâíûõ Σ-àëãåáð ϕ] : A〈〈D〉〉 → D′, ñîõðàíÿþùåãî ñêàëÿðíîå
óìíîæåíèå. Åñëè A � íåïðåðûâíîå êîììóòàòèâíîå ïîëóêîëüöî è
D′ � íåïðåðûâíàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ Σ-àëãåáðà, à ñêàëÿðíîå óìíîæå-
íèå A×D′ → D′ íåïðåðûâíî, òî òàêîâà æå è ôóíêöèÿ ϕ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äàííîì ϕ ìû âûíóæäåíû îïðåäåëèòü

ϕ](s) =
∑

d∈D

(s, d)ϕ(d) (9)

äëÿ âñåõ s ∈ A〈〈D〉〉. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿâëÿåòñÿ ðóòèííîé ïðîöåäó-
ðîé ïðîâåðêà òîãî, ÷òî (9) îïðåäåëÿåò ìîðôèçì ïîëíûõ äèñòðèáó-
òèâíûõ Σ-àëãåáð ϕ] : A〈〈D〉〉 → D′, ïðîäîëæàþùèé ϕ.

Ïóñòü òåïåðü A è D íåïðåðûâíû è ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå A×D′ →
→ D′ òàêæå íåïðåðûâíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ϕ] íåïðåðûâ-
íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî S � íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî â A〈〈D〉〉. Òîãäà
äëÿ êàæäîãî d ∈ D ìíîæåñòâî {(s, d) : s ∈ S} òàêæå ÿâëÿåòñÿ íà-
ïðàâëåííûì, áîëåå òîãî, (supS, d) = sups∈S(s, d). Èñïîëüçóÿ ýòî è
íåïðåðûâíîñòü ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ, èìååì

ϕ](supS) =
∑

d∈D

(supS, d)ϕ(d) =

=
∑

d∈D

(sup
s∈S

(s, d))ϕ(d) =

=
∑

d∈D

sup
s∈S

(s, d)ϕ(d) =

= sup
s∈S

∑

d∈D

(s, d)ϕ(d) =

= sup{ϕ](s) : s ∈ S} =

= supϕ](S).

¤
Òåîðåìà 2.2 ìîæåò áûòü îáîáùåíà òåì æå ìåòîäîì. Äàëüíåéøèå

ñâåäåíèÿ î ðÿäàõ íàä Σ-àëãåáðàìè ñìîòðèòå â [41; 43].
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Äàëåå Y, Y ′, Z áóäóò îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ, äèçú-
þíêòíûå ñ Σ è X, à Yk, k > 1, áóäåò îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâ ïåðå-
ìåííûõ {y1, . . . , yk}. Ïðè÷åì Y0 = ∅. Êðîìå òîãî, I è I ′ îáîçíà÷àþò
ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ.

Äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà S ïóñòü SI1×I2 îáîçíà÷àåò ìíîæå-
ñòâî ìàòðèö ñ èíäåêñàìè â I1 × I2 è ñ ýëåìåíòàìè â S. (Íàïðè-
ìåð, (A〈〈TΣ(X)〉〉)I′×Ik îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ìàòðèö M òàêîå, ÷òî
(i, (i1, . . . , ik))-é ýëåìåíò ìàòðèöû M ëåæèò â A〈〈TΣ(X)〉〉, i ∈ I ′,
i1, . . . , ik ∈ I.) Ìàòðèöà M ∈ (A〈〈TΣ(X)〉〉)I1×I2 íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî-
ñòðî÷íîé, åñëè äëÿ âñåõ i1 ∈ I Mi1,i2 6= 0 ëèøü äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà
èíäåêñîâ i2 ∈ I.

Íàøè àâòîìàòû íàä äåðåâüÿìè áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ñ ïîìîùüþ
ìàòðèö ïåðåõîäîâ. Ìàòðèöà M ∈ (A〈〈TΣ(X ∪ Yk)〉〉)I′×Ik , k > 1, ãäå
I ′ è I ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ, èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå

M : (A〈〈TΣ(X ∪ Y ′)〉〉)I×1 × . . .× (A〈〈TΣ(X ∪ Y ′)〉〉)I×1 →
→ (A〈〈TΣ(X ∪ Y ′)〉〉)I′×1

(ñóùåñòâóþò k-ýëåìåíòíûå âåêòîðû), îïðåäåëåííîå ÷åðåç ýëåìåí-
òû ðåçóëüòèðóþùåãî âåêòîðà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ P1, . . . , Pk ∈
∈ (A〈〈TΣ(X ∪ Y ′)〉〉)I×1 îïðåäåëèì äëÿ âñåõ i ∈ I ′

M(P1, . . . , Pk)i =
∑

i1,...,ik∈I Mi,(i1,...,ik)((P1)i1 , . . . , (Pk)ik) =
=

∑
i1,...,ik∈I

∑
t∈TΣ(X∪Yk)(Mi,(i1,...,ik), t)t((P1)i1 , . . . , (Pk)ik) .

Ñëåäîâàòåëüíî, M(P1, . . . , Pk)i îïðåäåëåíà êàê ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâ-
êè êîìïîíåíò (P1)i1 , . . . , (Pk)ik ýëåìåíòîâ P1, . . . , Pk äëÿ y1, . . . , yk ñî-
îòâåòñòâåííî â Mi,(i1,...,ik) è çàòåì ñóììèðîâàíèÿ ïî âñåì âîçìîæíûì
íàáîðàì (i1, . . . , ik) ∈ Ik.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë Êðîíåêåðà δi,j ∈ A
íàä I: äëÿ i, j ∈ I, δi,j = 1, åñëè i = j è δi,j = 0, åñëè i 6= j.

Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü M ∈ (A〈〈TΣ(X ∪ Yk)〉〉)I′×Ik , k > 1. Îïðåäå-
ëèì M̄ ∈ (A〈〈TΣ(X ∪ Yk)〉〉)I′×Im, m > k, êàê

M̄i,(i1,...,im) = δi,imδim,im−1 · · · δik+2,ik+1
Mi,(i1,...,ik)

äëÿ i ∈ I ′, i1, . . . , im ∈ I.
Òîãäà äëÿ P1, . . . , Pm ∈ (A〈〈TΣ(X ∪ Y ′)〉〉)I×1

M̄(P1, . . . , Pm) = M(P1, . . . , Pk) .

Äîêàçàòåëüñòâî.
M̄(P1, . . . , Pm)i =
=

∑
i1,...,im∈I M̄i,(i1,...,im)((P1)i1 , . . . , (Pm)im) =

=
∑

i1,...,im∈I δi,imδim,im−1 · · · δik+2,ik+1
Mi,(i1,...,ik)((P1)i1 , . . . , (Pk)ik) =

=
∑

i1,...,ik∈I Mi,(i1,...,ik)((P1)i1 , . . . , (Pk)ik) =
= M(P1, . . . , Pk)i, i ∈ I ′ .

¤
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òðàíñäóêòîðîâ ðÿäîâ äåðåâüåâ íàì ïîòðåáóåò-
ñÿ îáîáùåíèå ïîäñòàíîâêè, îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé â (A〈〈TΣ(X ∪
∪ Yk)〉〉)I′×Ik , k > 1. Ìàòðèöà (A〈〈TΣ(X ∪ Ym)〉〉)I′×(I×Zk)m , Zk =

= {z1, . . . , zk}, k > 1, èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå

M : (A〈〈TΣ(X ∪ Y ′)〉〉)I×1 × · · · × (A〈〈TΣ(X ∪ Y ′)〉〉)I×1 →
→ (A〈〈TΣ(X ∪ Y ′)〉〉)I′×1

(ñóùåñòâóþò k-ýëåìåíòíûå âåêòîðû), îïðåäåëåííîå ýëåìåíòàìè ðå-
çóëüòèðóþùåãî âåêòîðà ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ P1, . . . , Pk ∈
∈ (A〈〈TΣ(X ∪ Y ′)〉〉)I×1 îïðåäåëèì äëÿ âñåõ i ∈ I ′

M [P1, . . . , Pk]i =
=

∑

i1,...,im∈I, 16j1,...,jm6k

Mi,((i1,zj1
),...,(im,zjm ))((Pj1)i1 , . . . , (Pjm)im) .

Òåîðåìà 2.8. Ïóñòü C = {((i1, z1), . . . , (ik, zk)) | i1, . . . , ik ∈ I}
è M ∈ (A〈〈TΣ(X ∪ Yk)〉〉)I′×(I×Zk)k , k > 1, òàêàÿ, ÷òî Mi,α = 0 äëÿ
i ∈ I ′ è α ∈ (I × Zk)k − C. Îïðåäåëèì M̄ ∈ (A〈〈TΣ(X ∪ Yk)〉〉)I′×Ik

êàê M̄i,(i1,...,ik) = Mi,((i1,z1),...,(ik,zk)) äëÿ i ∈ I ′, i1, . . . , ik ∈ I. Òîãäà äëÿ
P1, . . . , Pk ∈ (A〈〈TΣ(X ∪ Y ′)〉〉)I×1

M(P1, . . . , Pk) = M̄ [P1, . . . , Pk] .

Äîêàçàòåëüñòâî.

M [P1, . . . , Pk]i =
=

∑
i1,...,ik∈I Mi,((i1,z1),...,(ik,zk))((P1)i1 , . . . , (Pk)ik) =

=
∑

i1,...,ik∈I M̄i,(i1,...,ik)((P1)i1 , . . . , (Pk)ik) =
= M̄(P1, . . . , Pk)i, i ∈ I ′ .

¤

3. Àâòîìàòû íàä äåðåâüÿìè è ñèñòåìû óðàâíåíèé

Â ýòîé ãëàâå ìû îïðåäåëèì àâòîìàòû íàä äåðåâüÿìè è ñèñòåìû
óðàâíåíèé (íàä ïîëóêîëüöàìè). Äàííûå ïîíÿòèÿ ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé
äëÿ ðàññìîòðåíèÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ è ìàãàçèííûõ àâòîìàòîâ íàä
äåðåâüÿìè è ïîëèíîìèàëüíûõ ñèñòåì. Îïðåäåëåíèÿ íåñêîëüêî âè-
äîèçìåíåíû ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèâåäåííûìè â [37; 42]. Ãëàâíûé ðå-
çóëüòàò ýòîé ãëàâû ñîñòîèò â òîì, ÷òî (êîíå÷íûå, ïîëèíîìèàëüíûå)
àâòîìàòû íàä äåðåâüÿìè è (êîíå÷íûå, ïîëèíîìèàëüíûå) ñèñòåìû ÿâ-
ëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ìåõàíèçìàìè.

Íàøè àâòîìàòû íàä äåðåâüÿìè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì íåäåòåðìè-
íèðîâàííûõ ¾root-to-frontier ðàñïîçíàâàòåëåé¿ íàä äåðåâüÿìè (ñì.
[28; 29; 37]). Àâòîìàò íàä äåðåâüÿìè (ñ âõîäíûì àëôàâèòîì Σ è
àëôàâèòîì ëèñòüåâ X íàä ïîëóêîëüöîì A) A = (I, M, S, P ) îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè êîìïîíåíòàìè:
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(i) íåïóñòîå ìíîæåñòâî I ñîñòîÿíèé;

(ii) ìàòðèöà ïåðåõîäîâ M ∈ (A〈〈TΣ(X ∪Ym)〉〉)I×Im äëÿ íåêîòîðîãî
m > 1;

(iii) êîíå÷íûé âåêòîð-ñòðîêà S ∈ (A〈〈TΣ(X ∪ Y1)〉〉)1×I , íàçûâàåìûé
âåêòîðîì íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé;

(iv) âåêòîð-ñòîëáåö P ∈ (A〈〈TΣ(X)〉〉)I×1, íàçûâàåìûé âåêòîðîì êî-
íå÷íûõ ñîñòîÿíèé.

Àïïðîêñèìèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (σj | j ∈ N), σj ∈
∈ (A〈〈TΣ(X)〉〉)I×1, j > 0, àññîöèèðîâàííàÿ ñ A, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: σ0 = 0, σj+1 = M(σj , . . . ,σj) + P, j > 0 (ñóùåñòâóþò
m-ýëåìåíòíûå âåêòîðû σj). Ïîâåäåíèå ||A|| ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉 àâòîìàòà
íàä äåðåâüÿìè A îïðåäåëÿåòñÿ êàê

||A|| =
∑

i∈I

Si(σi) = S(τ) ,

ãäå τ ∈ (A〈〈TΣ(X)〉〉)I×1 � òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü àïïðîêñèìèðóþ-
ùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, àññîöèèðîâàííîé ñ A. Ïîñêîëüêó σj 6 σj+1

äëÿ âñåõ j (ïî íåïðåðûâíîñòè ïîäñòàíîâêè) è òàê êàê (A〈〈TΣ(X ∪
∪ Ym)〉〉)I×Im èìååò âñå íàïðàâëåííûå òî÷íûå âåðõíèå ãðàíè îòíîñè-
òåëüíî ïîòî÷å÷íîãî ïîðÿäêà, òî ýòà òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ïîâåäåíèå àâòîìàòà A ñóùåñòâóþò.

Çàìåòèì, ÷òî Σ ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì è ìîæåò íå ñóùåñòâî-
âàòü îãðàíè÷åíèé íà ðàíã ñèìâîëîâ â Σ. Íî â ëþáîì ñëó÷àå â ìàòðèöå
M äîïóñêàåòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ.

Íàøè àâòîìàòû íàä äåðåâüÿìè íåñêîëüêî âèäîèçìåíåíû ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ [42]. Â [42] àâòîìàò íàä äåðåâüÿìè (ñ êîíå÷íîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ ìàòðèö ïåðåõîäà) A′ = (I, M ′, S, P ) îïðåäåëåí òàê
æå, êàê è çäåñü, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî M ′ � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ìàòðèö ïåðåõîäà M ′ = (M ′

k | 1 6 k 6 m), ãäå Mk ∈
∈ (A〈〈TΣ(X ∪ Yk)〉〉)I×Ik , 1 6 k 6 m, è àïïðîêñèìèðóþùàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (σ′j | j ∈ N), σ′j ∈ (A〈〈TΣ(X)〉〉)I×1, j > 0, îïðåäåëåíà
êàê

σ′0 = 0, σ′j+1 =
∑

16k6m

M ′
k(σ

′j , . . . ,σ′j) + P

(ñóùåñòâóþò k-ýëåìåíòíûå âåêòîðû σ′j â M ′
k). Äëÿ äàííîãî àâòîìà-

òà íàä äåðåâüÿìè A′ = (I, M ′, S, P ), ñîãëàñíî [42], ïîñòðîèì ýêâèâà-
ëåíòíûé àâòîìàò íàä äåðåâüÿìè A = (I,M, S, P ) â ñîîòâåòñòâèè ñ íà-
øèì îïðåäåëåíèåì: îïðåäåëèì ìàòðèöû Mk ∈ (A〈〈TΣ(X ∪Yk)〉〉)I×Im ,
1 6 k 6 m, èõ ýëåìåíòàìè

(Mk)i,(i1,...,im) = δi,imδim,im−1δik+2,ik+1
(M ′

k)i,(i1,...,ik) , i, i1, . . . , im ∈ I ,

è ìàòðèöó M ∈ (A〈〈TΣ(X ∪ Ym)〉〉)I×Im êàê M =
∑

16k6m Mk . Ìû
óòâåðæäàåì, ÷òî àïïðîêñèìèðóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àâòîìàòîâ
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A è A′ ñîâïàäàþò, òî åñòü σj = σ′j äëÿ âñåõ j > 0, è äîêàæåì ýòî
èíäóêöèåé ïî j. Ñëó÷àé j = 0 î÷åâèäåí, è ìû áóäåì èñõîäèòü èç
óñëîâèÿ j > 0. Äëÿ âñåõ i ∈ I ïî òåîðåìå 2.7 ïîëó÷èì

σ
j
i = (M(σj−1, . . . , σj−1) + P )i =

∑
16k6m Mk(σj−1, . . . ,σj−1)i + Pi =

=
∑

16k6m M ′
k(σ

′j−1, . . . ,σ′j−1)i + Pi = σ
′j
i .

Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàëè, ÷òî ||A|| = ||A′||. Ñôîðìóëèðóåì ýòî êàê
çàìå÷àíèå.

Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåíèÿ àâòîìàòîâ íàä äåðåâüÿìè, äàííûå
çäåñü è â [42] (ñ êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìàòðèö ïåðåõîäà),
ýêâèâàëåíòíû îòíîñèòåëüíî ïîâåäåíèÿ ýòèõ àâòîìàòîâ. ¤

Àâòîìàò íàä äåðåâüÿìè A = (I, M, S, P ) íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì,
åñëè I êîíå÷íî. Àâòîìàò íàä äåðåâüÿìè A = (I, M, S, P ) íàçûâàåò-
ñÿ ýëåìåíòàðíûì, åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû ïåðåõîäîâ M , âåêòîðà
íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé S è âåêòîðà êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé P èìåþò ñëå-
äóþùèé ñïåöèàëüíûé âèä:
(i) ýëåìåíòû M âèäà

∑
16k6m

∑
ω∈Σk

aωω(y1, . . . , yk) +
+

∑
ω∈Σ0∪X aωω + ay1, aω, a ∈ A;

(ii) ýëåìåíòû P âèäà
∑

ω∈Σ0∪X aωω, aω ∈ A;

(iii) ýëåìåíòû S âèäà dy1, d ∈ A.
Îí íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò ÷ëåíîâ ay1 â (i). Çà-
ìåòèì, ÷òî ÷ëåí ay1 â (i) ñîîòâåòñòâóåò ε-ïåðåõîäàì â îáûêíîâåííîì
àâòîìàòå.

Íåôîðìàëüíî ýëåìåíòàðíûé àâòîìàò íàä äåðåâüÿìè A ðàñïîçíà-
åò äåðåâî t ∈ TΣ(X) ñ êîýôôèöèåíòîì (||A||, t), êàê ñëåäóåò íèæå,
íåäåòåðìèíèðîâàííûì îáðàçîì.

Â êîðíå äåðåâà t àâòîìàò A ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ëþáîì íà÷àëü-
íîì ñîñòîÿíèè i ∈ I, òî åñòü â ñîñòîÿíèè ñ (S, i) 6= 0. Îïèøåì
òåïåðü âû÷èñëåíèå, íà÷èíàþùååñÿ â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè i0 ∈ I,
è åãî âåñ. Åñëè â ïðîöåäóðå ðàñïîçíàâàíèÿ A àíàëèçèðóåò êîðåíü
ïîääåðåâà â t âèäà ω(t1, . . . , tk), ω ∈ Σk, k > 1, â ñîñòîÿíèè i è
(Mi,(i1,...,im), ω(y1, . . . , yk)) = ai 6= 0, òî A ïåðåõîäèò îäíîâðåìåí-
íî â ñîñòîÿíèÿ i1, . . . , ik â êîðíÿõ t1, . . . , tk ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè â
ïðîöåäóðå ðàñïîçíàâàíèÿ A àíàëèçèðóåò ëèñò äåðåâà t, ìàðêèðîâàí-
íûé ïîñðåäñòâîì ω ∈ Σ0 ∪ X â ñîñòîÿíèè i è (Pi, ω) = ai 6= 0 èëè
(Mi,(i1,...,im), ω) = ai 6= 0 äëÿ íåêîòîðûõ i1, . . . , im ∈ I, òî A çàâåðøàåò
ýòó âåòâü âû÷èñëåíèé. Åñëè â ïðîöåäóðå ðàñïîçíàâàíèÿ A àíàëèçè-
ðóåò êîðåíü ïîääåðåâà â t â ñîñòîÿíèè i è (Mi,(i1,...,im), y1) = ai 6= 0,
òî A ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå i1 è ñíîâà àíàëèçèðóåò êîðåíü ýòîãî ïîä-
äåðåâà.

Âåñ òàêîãî âû÷èñëåíèÿ, íà÷èíàþùåãîñÿ â íà÷àëüíîì ñîñòîÿ-
íèè i0, ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ (S, i0) ñî âñåìè ýëåìåíòàìè ïîëóêîëü-
öà ai, âñòðå÷àþùèìèñÿ â îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðå. Êîýôôèöèåíò
(||A||, t) ðàâåí òîãäà ñóììå âñåõ âåñîâ âñåõ âîçìîæíûõ âû÷èñëåíèé.
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Ïðîàíàëèçèðóåì ñëó÷àé, êîãäà A � ïîëóêîëüöî N∞, òî åñòü ðàñ-
ñìîòðèì ðÿä äåðåâüåâ â N∞〈〈TΣ(X)〉〉. Ýëåìåíòàðíûé àâòîìàò íàä äå-
ðåâüÿìè íàçûâàåòñÿ 1-ýëåìåíòàðíûì, åñëè âñå êîýôôèöèåíòû aω, a
â (i), aω â (ii) è d â (iii) ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {0, 1}. Ñîãëàñíî [50],
ïðåäëîæåíèå 3.1, êîýôôèöèåíò (||A||, t) ïîâåäåíèÿ àâòîìàòà A ðàâåí
÷èñëó (âîçìîæíî ∞) ðàçëè÷íûõ âû÷èñëåíèé äëÿ t.

Òåîðåìà 3.1. Ðàññìîòðèì 1-ýëåìåíòàðíûé àâòîìàò íàä äåðå-
âüÿìè A, è ïóñòü d(t), t ∈ TΣ(X), åñòü êîëè÷åñòâî (âîçìîæíî,∞)
ðàçëè÷íûõ âû÷èñëåíèé àâòîìàòà A äëÿ t. Òîãäà

||A|| =
∑

t∈TΣ(X)

d(t)t ∈ N∞〈〈TΣ(X)〉〉 .

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ñèñòåìàì.
Ñèñòåìîé (ñ ïåðåìåííûìè â Z = {zi | i ∈ I}) íàçîâåì ñèñòåìó

ôîðìàëüíûõ óðàâíåíèé zi = pi, i ∈ I, I � ïðîèçâîëüíîå ìíîæå-
ñòâî èíäåêñîâ, ãäå êàæäûé pi ëåæèò â A〈〈TΣ(X ∪ Zi)〉〉. Çäåñü Zi äëÿ
êàæäîãî i ∈ I åñòü êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî â Z òàêîå, ÷òî |Zi| 6 m
äëÿ íåêîòîðîãî m > 0. Ñèñòåìà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ìàòðè÷-
íûõ îáîçíà÷åíèÿõ êàê z = p(z). Çäåñü z è p îáîçíà÷àþò âåêòîðû,
i-å êîìïîíåíòû êîòîðûõ åñòü zi è pi ñîîòâåòñòâåííî, i ∈ I. Ðåøåíèå
ñèñòåìû z = p(z) îïðåäåëÿåòñÿ êàê σ ∈ (A〈〈TΣ(X)〉〉)I×1 òàêîå, ÷òî
σi = pi[σ/z], i ∈ I. Ðåøåíèå σ ñèñòåìû z = p(z) íàçûâàåòñÿ íàèìåíü-
øèì ðåøåíèåì, åñëè σ 6 τ äëÿ âñåõ ðåøåíèé τ ñèñòåìû z = p(z).

Àïïðîêñèìèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (σj | j ∈ N), σj ∈
∈ (A〈〈TΣ(X)〉〉)I×1, j > 0, àññîöèèðîâàííàÿ ñ ñèñòåìîé z = p(z),
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: σ0

i = 0,σj+1
i = pi[σ/z], j > 0 .

Òàê êàê σj 6 σj+1 äëÿ âñåõ j è (A〈〈TΣ(X)〉〉)I×1 èìååò òî÷íûå
âåðõíèå ãðàíè âñåõ íàïðàâëåííûõ ìíîæåñòâ, òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü
σ = sup(σj | j ∈ N) ýòîé àïïðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñóùåñòâóåò. Áîëåå òîãî, îíà � íàèìåíüøåå ðåøåíèå ñèñòåìû z = p(z).

Íàøè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé â [8]: ìû äîïóñêàåì áåñêîíå÷íîå ÷èñëî óðàâíåíèé, à ïðàâûå ÷àñòè
óðàâíåíèé � ðÿäû äåðåâüåâ âìåñòî ìíîãî÷ëåíîâ ïðîñòûõ äåðåâüåâ.
Ñèñòåìà zi = pi, i ∈ I, íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè (pi, zj) = 0 äëÿ
âñåõ zj ∈ Zi, i ∈ I. Îíà íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé, åñëè I êîíå÷íî.

Òåîðåìà 3.2. Äëÿ êàæäîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ñè-
ñòåìà ñ òåì æå íàèìåíüøèì ðåøåíèåì. Ïðàâèëüíàÿ ñèñòåìà èìå-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó z = p, êàê îïðåäåëåíî âû-
øå. Çàïèøåì åå â âèäå z = Mz + r, ãäå M ∈ AI×I è (ri, zj) = 0
äëÿ zj ∈ Zi, i ∈ I. Òîãäà ïî äèàãîíàëüíîìó òîæäåñòâó (ïðåäëîæå-
íèå 2.10 ÷. II [3]) ñèñòåìû z = Mz + r è z = M∗r èìåþò îäíî è òî
æå íàèìåíüøåå ðåøåíèå è, ïî ïîñòðîåíèþ, z = M∗r � ïðàâèëüíàÿ
ñèñòåìà. Ïóòåì ìîäèôèêàöèè äîêàçàòåëüñòâà 6.1 â [8] äîêàçûâàåòñÿ
âòîðîå óòâåðæäåíèå íàøåé òåîðåìû. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ â òî æå âðåìÿ íàèìåíüøèì ðåøåíèåì. ¤
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî àâòîìàòû íàä äåðåâüÿìè è ñèñòåìû ÿâëÿþò-
ñÿ ìåõàíèçìàìè ñ ðàâíûìè âîçìîæíîñòÿìè. Äëÿ äàííîãî àâòîìàòà
íàä äåðåâüÿìè A = (I,M, S, P ), îïðåäåëåííîãî âûøå, ïîñòðîèì ñè-
ñòåìó ñ ïåðåìåííûìè â Z = {zi | i ∈ I}:

zi =
∑

i1,...,im∈I

Mi,(i1,...,im)(zi1 , . . . , zim) + Pi , i ∈ I .

Çäåñü ìû ïîäñòàâèëè ïåðåìåííûå zi1 , . . . , zim âìåñòî ïåðåìåííûõ
y1, . . . , ym â Mi,(i1,...,im)(y1, . . . , ym). Â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòà
ñèñòåìà ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê z = M(z, . . . , z) + P . Çäåñü z åñòü
I×1-âåêòîð, i-é êîìïîíåíòîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ zi, i ∈ I.

Êàê è ðàíåå, àïïðîêñèìèðóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, àññîöèèðî-
âàííûå ñ ýòîé ñèñòåìîé è ñ àâòîìàòîì íàä äåðåâüÿìè A, ñîâïàäàþò.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó ñ ïåðåìåííûìè â {z0} ∪ Z:

z0 =
∑

i∈I

Si(zi), z = M(z, . . . , z) + P .

Òîãäà êîìïîíåíòà z0 åå íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ ðàâíà ||A||.
Îáðàòíî, ðàññìîòðèì ñèñòåìó z = p(z), îïðåäåëåííóþ, êàê îïèñà-

íî âûøå. Ïóñòü Zi = {zi1 , . . . , zik}, i ∈ I, è pi = pi(zi1 , . . . , zik), k 6 m.
Ïîñòðîèì òåïåðü àâòîìàò íàä äåðåâüÿìè A = (Z,M,S, 0), ãäå äëÿ
âñåõ i, j1, . . . , jm ∈ I

Mzi,(zj1
,...,zjm )(y1, . . . , ym) =

= δi,jmδjm,jm−1 · · · δjk+2,jk+1
δjk,ik · · · δj1,i1pi(y1, . . . , yk) .

Âûáåðåì zi0 ∈ Z, è ïóñòü Szi0
(y1) = y1, Szi(y1) = 0 äëÿ zi 6= zi0 .

Ïóñòü (σj | j ∈ N) è (τj | j ∈ N) � àïïðîêñèìèðóþùèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, àññîöèèðîâàííûå ñ z = p(z) è A ñîîòâåòñòâåííî. Ïîêàæåì
ýòî èíäóêöèåé ïî j, ÷òî σj = τj äëÿ j > 0. Ñëó÷àé j = 0 î÷åâèäåí, è
ìû áóäåì èñõîäèòü èç óñëîâèÿ j > 0. Ïîëó÷èì òîãäà äëÿ âñåõ i ∈ I:

τ
j
zi = M(τj−1, . . . , τj−1)zi =

=
∑

j1,...,jm∈I Mzi,(zj1
,...,zjm )(τ

j−1
zj1

, . . . , τj−1
zjm

) =
=

∑
j1,...,jm∈I δi,jmδjm,jm−1 · · · δjk+2,jk+1

δjk,ik · · · δj1,i1pi(τ
j−1
zj1

, . . . , τj−1
zjk

) =
= pi(τ

j−1
zi1

, . . . , τj−1
zik

) = pi(σ
j−1
zi1

, . . . , σj−1
zik

) = σ
j
i .

Ïîýòîìó ||A|| ðàâíî êîìïîíåíòå zi0 íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ z = p(z).
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ k = 0 ìû ìîãëè áû ïîäñòàâëÿòü pi â Pzi âìåñòî

Mzi,(zi,...,zi).
Òåîðåìà 3.3 ñóììèðóåò ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ (ñì. òàê-

æå [42], òåîðåìà 2.3, è [37], ñëåäñòâèå 3.9).

Òåîðåìà 3.3. Ñòåïåííîé ðÿä s ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉 ÿâëÿåòñÿ êîìïî-
íåíòîé íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà s � ïîâåäåíèå àâòîìàòà íàä äåðåâüÿìè.
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Ðàññìîòðèì ïîëèíîìèàëüíûå àâòîìàòû íàä äåðåâüÿìè è ïîëèíî-
ìèàëüíûå ñèñòåìû è ïîêàæåì, ÷òî ýòî ìåõàíèçìû ðàâíîé âîçìîæ-
íîñòè. Àâòîìàò íàä äåðåâüÿìè A = (I, M, S, P ) íàçûâàåòñÿ ïîëèíî-
ìèàëüíûì, åñëè óäîâëåòâîðÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(i) ýëåìåíòû ìàòðèöû M � ïîëèíîìû â A〈TΣ(X ∪ Ym)〉;
(ii) ýëåìåíòû âåêòîðà íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé S èìåþò âèä Si = diy1,

di ∈ A, i ∈ I;
(iii) ýëåìåíòû âåêòîðà êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé � ïîëèíîìû â A〈TΣ(X)〉.
Ñèñòåìà (ñ ïåðåìåííûìè â Z) zi = pi, i ∈ I, íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìè-
àëüíîé, åñëè êàæäûé pi åñòü ïîëèíîì â A〈TΣ(X ∪ Zi)〉, i ∈ I.

Òå æå ïîñòðîåíèÿ, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.3, äîêàçû-
âàþò òåîðåìó (ñì. òàêæå [42], òåîðåìà 2.4, è [37], ñëåäñòâèå 4.4).

Òåîðåìà 3.4. Ñòåïåííîé ðÿä s ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉 � êîìïîíåíòà íàè-
ìåíüøåãî ðåøåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà s � ïîâåäåíèå ïîëèíîìèàëüíîãî àâòîìàòà íàä äåðåâüÿìè.

Ñèñòåìà zi = pi, i ∈ I, íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, åñëè pi ÿâëÿåò-
ñÿ ñóììîé ñëàãàåìûõ ñëåäóþùåãî âèäà:
(i) aω(zi1 , . . . , zik), a ∈ A, ω ∈ Σk, i1, . . . , ik ∈ I, 1 6 k 6 m, äëÿ

íåêîòîðîãî m > 1;
(ii) aω, a ∈ A, ω ∈ Σ0 ∪X;
(iii) azi, a ∈ A, i ∈ I.

Ñðàâíèòå ñëåäóþùóþ òåîðåìó ñ òåîðåìîé 4.2 â [37].
Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü s ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉 � êîìïîíåíòà íàèìåíüøå-

ãî ðåøåíèÿ êîíå÷íîé ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêàÿ êîíå÷íàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ñèñòåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ ýëåìåíòàð-
íîé è ïðàâèëüíîé, ÷òî s � êîìïîíåíòà åå íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 3.2 è ëåììå 6.3 â [8]. ¤
Ñëåäñòâèå 3.6. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ôîðìàëüíûõ ðÿäàõ

äåðåâüåâ â A〈〈TΣ(X)〉〉 ýêâèâàëåíòíû:
(i) s � êîìïîíåíòà íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ êîíå÷íîé ïîëèíîìèàëü-

íîé ñèñòåìû;
(ii) s � êîìïîíåíòà åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ êîíå÷íîé ïîëèíîìè-

àëüíîé ñèñòåìû, à òàêæå ýëåìåíòàðíîé è ïðàâèëüíîé;
(iii) s � ïîâåäåíèå êîíå÷íîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àâòîìàòà íàä äåðå-

âüÿìè;
(iv) s � ïîâåäåíèå êîíå÷íîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àâòîìàòà íàä äå-

ðåâüÿìè ñ îäíèì íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì âåñà 1, à òàêæå ýëå-
ìåíòàðíûì è ïðàâèëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïî òåîðåìàì 3.5 è 3.4 óòâåðæäåíèÿ (i), (ii) è (iii)
ýêâèâàëåíòíû. Ïî ïîñòðîåíèþ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.3 óòâåð-
æäåíèå (iv) âûâîäèòñÿ èç óòâåðæäåíèÿ (iii). ¤
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Åñëè ôîðìàëüíûé ðÿä äåðåâüåâ â A〈〈TΣ(X)〉〉 óäîâëåòâîðÿåò îä-
íîìó è, ñëåäîâàòåëüíî, âñåì óòâåðæäåíèÿì ñëåäñòâèÿ 3.6, òî ìû
áóäåì íàçûâàòü åãî ðàñïîçíàâàåìûì. Â ñëó÷àå ïîëåé ýòî òî æå
ñàìîå ïîíÿòèå ðàñïîçíàâàåìîñòè, ÷òî è ââåäåííîå â [8]. Ñîâîêóï-
íîñòü âñåõ ðàñïîçíàâàåìûõ ðÿäîâ äåðåâüåâ âA〈〈TΣ(X)〉〉 îáîçíà÷àåòñÿ
Arec〈〈TΣ(X)〉〉. Â òåîðèè ÿçûêîâ íàä äåðåâüÿìè ðàñïîçíàâàåìûå ÿçû-
êè íàä äåðåâüÿìè îïðåäåëåíû òîëüêî äëÿ êîíå÷íûõ àëôàâèòîâ Σ è
X. Ìû äîïóñêàåì òàêæå áåñêîíå÷íûå àëôàâèòû Σ è X. Ýòî îáúÿñíÿ-
åòñÿ òåì, ÷òî äëÿ s ∈ Arec〈〈TΣ(X)〉〉 ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå àëôàâèòû
Σ′ è X ′, Σ′ ⊆ Σ, X ′ ⊆ X òàêèå, ÷òî supp(s) ⊆ TΣ′(X ′). Êðîìå òîãî,

Arec〈〈TΣ(X)〉〉 =
⋃

Σ′⊆Σ �nite, X′⊆X �nite
Arec〈〈TΣ′(X ′)〉〉 .

Ïðèìåð 3.1.1 (cì. [8], ïðèìåðû 6.2 è 4.2). Íàøèì áàçîâûì ïî-
ëóêîëüöîì áóäåò Z, ïîëóêîëüöî öåëûõ ÷èñåë. Ïóñòü Σ = Σ1 ∪ Σ2,
Σ1 = {ª}, Σ2 = {⊕,⊗}. Áóäåì âû÷èñëÿòü àðèôìåòè÷åñêèå âûðàæå-
íèÿ ñ îïåðàòîðàìè ª,⊕,⊗ è îïåðàíäàìè èç àëôàâèòà ëèñòüåâ X.

Îïðåäåëèì èíòåðïðåòàöèþ ôóíêöèè eval îò ýëåìåíòîâ èç X, òî
åñòü eval : X → Z. Ïðîäîëæèì åå äî îòîáðàæåíèÿ eval : TΣ(X) → Z,
ïîëîæèâ eval(ª(t)) = −eval(t), eval(⊕(t1, t2)) = eval(t1) + eval(t2),
eval(⊗(t1, t2)) = eval(t1) · eval(t2) äëÿ t, t1, t2 ∈ TΣ(X). Òîãäà eval =
=

∑
t∈TΣ(X) eval(t)t åñòü ôîðìàëüíûé ðÿä äåðåâüåâ Z〈〈TΣ(X)〉〉.

Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíóþ ñèñòåìó
z1 = ⊕(z1, z2) +⊕(z2, z1) +⊗(z1, z1) + (−1)ª (z1) +

∑
x∈X eval(x)x ,

z2 = ⊕(z2, z2) +⊗(z2, z2) +ª(z2) +
∑

x∈X x .

Ïóñòü (σ1, σ2) � åå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Òîãäà ìû óòâåðæäàåì,
÷òî σ1 = eval, σ2 = char, ãäå char =

∑
t∈TΣ(X) t. Óòâåðæäåíèå äîêà-

çûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé (eval, char) â óðàâíåíèÿ ñèñòåìû:
⊕(eval, char) +⊕(char, eval) +⊗(eval, eval)−

−ª (eval) +
∑

x∈X eval(x)x =
=

∑
t1,t2∈TΣ(X) eval(t1)⊕ (t1, t2) +

∑
t1,t2∈TΣ(X) eval(t2)⊕ (t1, t2) +

+
∑

t1,t2∈TΣ(X) eval(t1)eval(t2)⊗ (t1, t2) +
∑

t∈TΣ(X)−
− eval(t)ª t +

∑
x∈X eval(x)x =

=
∑

t1,t2∈TΣ(X) eval(⊕(t1, t2))⊕ (t1, t2) +
+

∑
t1,t2∈TΣ(X) eval(⊗(t1, t2))⊗ (t1, t2) +

+
∑

t∈TΣ(X) eval(ª(t))ª t +
∑

x∈X eval(x)x =
=

∑
t∈TΣ(X) eval(t)t = eval ,

⊕(char, char) +⊗(char, char) +ª(char) +
∑

x∈X x =
=

∑
t1,t2∈TΣ(X)⊕(t1, t2) +

∑
t1,t2∈TΣ(X)⊗(t1, t2) +

+
∑

t∈TΣ(X)ª(t) +
∑

x∈X x = char .

1Â ïðèìåðàõ ìû ÷àñòî íàðóøàåì íàøå ñîãëàøåíèå î òîì, ÷òî áàçîâîå ïîëó-
êîëüöî íåïðåðûâíî.
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Ðàññìîòðèì êîíå÷íûé àâòîìàò íàä äåðåâüÿìè A = (Q,M,S, P ),
ãäå Q = {z1, z2}, Sz1 = y1, Sz2 = 0, Pz1 =

∑
x∈Σ eval(x)x, Pz2 =

=
∑

x∈Σ x, è íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû M çàäàíû êàê
Mz1,(z1,z1) = (−1)ª (y1), Mz2,(z2,z2) = ª(y1),
Mz1,(z1,z1) = ⊗(y1, y2), Mz1,(z1,z2) = ⊕(y1, y2),
Mz1,(z2,z1) = ⊕(y1, y2), Mz2,(z2,z2) = ⊕(y1, y2) +⊗(y1, y2) .

Òîãäà ïîëó÷èì ||A|| = σ1 = eval.
Ïóñòü X = {a, b, c} and t = ⊕(ªa,⊗(b, c)). Òîãäà ñóùåñòâóþò äâà

âû÷èñëåíèÿ äëÿ t, íà÷èíàþùèåñÿ â z1 è íå íà÷èíàþùèåñÿ â z2. Ýòè
äâà âû÷èñëåíèÿ çàäàíû ñëåäóþùåé äèàãðàììîé:

Ñëåäîâàòåëüíî, (||A||, t) = −eval(a) + eval(b)eval(c). ¤
Ïðèìåð 3.1 äàåò, òàêèì îáðàçîì, èíòóèòèâíîå îùóùåíèå òîãî,

êàê êîíå÷íûé íåäåòåðìèíèðîâàííûé root-to-frontier ðàñïîçíàâàòåëü
íà äåðåâüÿõ ìîäåëèðóåòñÿ êîíå÷íûì àâòîìàòîì íà äåðåâüÿõ íàä ïî-
ëóêîëüöîì B.

Òåîðåìà 3.7 ([37], òåîðåìà 3.6). Äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî íåäå-
òåðìèíèðîâàííîãî root-to-frontier ðàñïîçíàâàòåëÿ íà äåðåâüÿõA â
ñìûñëå [28] ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíûé ïðàâèëüíûé êîíå÷íûé ïîëè-
íîìèàëüíûé àâòîìàò íà äåðåâüÿõ A íàä áóëåâûì ïîëóêîëüöîì B
òàêîé, ÷òî ||A|| = T (A), è îáðàòíî.

4. Ñâîéñòâà çàìûêàíèÿ è òåîðåìà Êëèíè
äëÿ ðàñïîçíàâàåìûõ ðÿäîâ äåðåâüåâ

Â ýòîé ãëàâå ìû äîêàæåì òåîðåìó Êëèíè äëÿ ðàñïîçíàâàåìûõ
ðÿäîâ äåðåâüåâ (ñì. [14; 28; 29; 32; 36; 53]). Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå
Êëèíè, ìîæíî îïðåäåëèòü âûðàæåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðåãóëÿðíûì âû-
ðàæåíèÿì, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ðàñïîçíàâàåìûå ðÿäû äåðåâüåâ.
Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî Arec〈〈TΣ(X)〉〉 � äèñòðèáóòèâíàÿ Σ-àëãåáðà.
Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 6.5 â [37].
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Òåîðåìà 4.1. 〈Arec〈〈TΣ(X)〉〉, +, 0, Σ̄〉 � äèñòðèáóòèâíàÿ Σ-àëãå-
áðà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò A〈TΣ(X)〉 è çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü sj ∈ Arec〈〈TΣ(X)〉〉 � ïåðâûå êîìïî-
íåíòû åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ïðàâèëüíûõ êîíå÷íûõ
ïîëèíîìèàëüíûõ ñèñòåì (çàïèñàííûõ â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ)
zj = pj(zj), 1 6 j 6 m ñ ïîïàðíî äèçúþíêòíûìè àëôàâèòàìè ïåðå-
ìåííûõ, σj � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå zj = pj(zj), 1 6 j 6 m, σ

j
1 = sj .

(i) Ðàññìîòðèì ñèñòåìó z0 = p1
1(z

1) + p2
1(z

2), z1 = p1(z1), z2 =
= p2(z2) . Îíà òàêæå ýëåìåíòàðíàÿ è ïðàâèëüíàÿ. Ìû óòâåðæäàåì,
÷òî åå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå åñòü (s1 + s2, σ

1, σ2), è ïîêàæåì ýòî
ïîäñòàíîâêîé s1 + s2 â z0, σ1 â z1 è σ2 â z2: p1

1[σ
1/z1] + p2

1[σ
2/z2] =

= σ1
1 + σ2

1 = s1 + s2, p
j [σj/zj ] = σj , j = 1, 2 .

(ii) Ïóñòü ω ∈ Σk, k > 0, è ðàññìîòðèì ñèñòåìó z0 =
= ω(z1

1 , . . . , z
k
1 ), zj = pj(zj), 1 6 j 6 k . Îíà òàêæå ýëåìåíòàð-

íàÿ è ïðàâèëüíàÿ. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî åå åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå åñòü (ω̄(s1, . . . , sk),σ1, . . . , σk), è îïÿòü ïîêàæåì ýòî ïîäñòàíîâ-
êîé êîìïîíåíò òðåáóåìîãî ðåøåíèÿ â óðàâíåíèÿ: ω̄(σ1

1, . . . ,σ
k
1) =

= ω̄(s1, . . . , sk), pj [σj/zj ] = σj , 1 6 j 6 k .
(iii) Ïóñòü a ∈ A è ðàññìîòðèì ñèñòåìó z0 = ap1

1(z
1), z1 = p1(z1) .

Îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé è ïðàâèëüíîé. Ìû óòâåðæäàåì,
÷òî åå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå åñòü (as1,σ

1), è ïîêàæåì ýòî ïîäñòà-
íîâêîé ap1

1[σ
1/z1] = as1, p

1[σ1/z1] = σ1 .
(iv) s ∈ A〈TΣ(X)〉 åñòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû z0 = s.
Ïîñêîëüêó Arec〈〈TΣ(X)〉〉 ñîäåðæèò A〈TΣ(X)〉 è çàìêíóòà îòíî-

ñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è êîíêàòåíàöèè ñ âåðøèíîé, òî îíà ÿâëÿåòñÿ
Σ-ïîäàëãåáðîé â A〈〈TΣ(X)〉〉. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ÿâëÿåòñÿ äèñòðè-
áóòèâíîé Σ-àëãåáðîé. ¤

Â äàëüíåéøåì Z = {zj | j > 1}, Zn = {zj | 1 6 j 6 n}, Z0 = ∅.
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ïóñòü s ∈ A〈〈TΣ(X ∪ Zn)〉〉. Òîãäà
îáîçíà÷èì íàèìåíüøåå σ ∈ A〈〈TΣ(X ∪ {z1, . . . , zi−1, zi+1, . . . , zn})〉〉
òàêîå, ÷òî s(z1, . . . , zi−1, σ, zi+1, . . . , zn) = σ ÷åðåç µzi.s(z1, . . . , zn),
1 6 i 6 n. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî µzi.s � íàèìåíüøåå ðåøåíèå ñèñòå-
ìû zi = s(z1, . . . , zi, . . . , zn); ýòà ñèñòåìà ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîãî
óðàâíåíèÿ è åå åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ zi.

Îïåðàöèÿ µz.s, ãäå z ∈ Z and s ∈ A〈〈TΣ(X∪Z)〉〉, ÿâëÿåòñÿ íåêîòî-
ðîé ìîäèôèêàöèåé è îáîáùåíèåì (äî ïîëóêîëåö) îïåðàöèè ¾çâåçäî÷-
êà Êëèíè¿ äëÿ ÿçûêîâ íàä äåðåâüÿìè, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà â ðàáîòå
[29]. Ñâÿçü ýòèõ äâóõ îïåðàöèé â ñëó÷àå áóëåâà ïîëóêîëüöà îáúÿñíÿ-
åò íèæå òåîðåìà 4.7.

Äèñòðèáóòèâíàÿ Σ-àëãåáðà 〈V,+, 0, Σ̄〉, V ⊆ A〈〈TΣ(X ∪Z)〉〉 íàçû-
âàåòñÿ ðàöèîíàëüíî çàìêíóòîé, åñëè V çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è äëÿ âñåõ s ∈ V è z ∈ Z ôîðìàëüíûé ðÿä äå-
ðåâüåâ µz.s òàêæå ëåæèò â V . Ïî îïðåäåëåíèþ, Arat〈〈TΣ(X∪Z)〉〉 åñòü
íàèìåíüøàÿ ðàöèîíàëüíî çàìêíóòàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ Σ-àëãåáðà, ñî-
äåðæàùàÿ A〈TΣ(X∪Z)〉. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî s ∈ Arat〈〈TΣ(X∪
∪ Z)〉〉 ñóùåñòâóåò m > 0 òàêîå, ÷òî supp(s) ⊆ TΣ(X ∪ Zm).
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Äîêàæåì, ÷òî Arat〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉 = Arec〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉. Ïåðåä äî-
êàçàòåëüñòâîì ãëàâíîãî ðåçóëüòàòà ýòîé ãëàâû ïðèìåíèì íåêîòîðûå
ðåçóëüòàòû òåîðèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ê ñè-
ñòåìàì (ñì. ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ ÷àñòè II [3]).

(1) Ïàðàìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî. Ïóñòü r ∈ A〈〈TΣ(X ∪ Y )〉〉, è
îáîçíà÷èì r′ = µy.r, y ∈ Y . Ïóñòü yi 6= y è τi ∈ A〈〈TΣ(X∪(Y −{y}))〉〉,
1 6 i 6 n. Òîãäà r′[τ1/y1, . . . , τn/yn] = µy.(r[τ1/y1, . . . , τn/yn]).

(2) Ïðàâèëî Áåêè÷à � Äå Áàêêåðà � Ñêîòòà (Beki�c�DeBakker�
Scott). Ðàññìîòðèì ñèñòåìó yi = ri, 1 6 i 6 n, ri ∈ A〈〈TΣ(X ∪ Y )〉〉 ñ
ïåðåìåííûìè y1, . . . , yn è m ∈ {1, . . . , n− 1}. Ïóñòü (σm+1, . . . , σn) �
íàèìåíüøåå ðåøåíèå ñèñòåìû yi = ri, m + 1 6 i 6 n. Êðî-
ìå òîãî, ïóñòü (τ1, . . . , τm) � íàèìåíüøåå ðåøåíèå ñèñòåìû yi =
= ri[σm+1/ym+1, . . . ,σn/yn], 1 6 i ≤ m. Òîãäà

(τ1, . . . , τm,σm+1[τ1/y1, . . . , τm/ym], . . . ,σn[τ1/y1, . . . , τm/ym])

åñòü íàèìåíüøåå ðåøåíèå ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìû yi = ri, 1 6 i 6 n.
Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî Arat〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉 çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî

ïîäñòàíîâêè.
Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü s(z1, . . . , zn) è σj, 1 6 j 6 n, ëåæàò â

Arat〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉. Òîãäà s(σ1, . . . ,σn) ëåæèò â Arat〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó

ïðèìåíåíèé îïåðàöèé ω̄ ∈ Σ̄, +, ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ è µ äëÿ
ïîðîæäåíèÿ s(z1, . . . , zn) èç ìíîãî÷ëåíîâ.

(i) Ïóñòü s(z1, . . . , zn) ∈ A〈TΣ(X ∪ Z)〉. Òàê êàê s(σ1, . . . , σn) ïî-
ðîæäàåòñÿ èç σ1, . . . ,σn ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ, ω̄ ∈ Σ̄ è ñêàëÿðíîãî
óìíîæåíèÿ, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî s(σ1, . . . ,σn) ∈ Arat〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉.

(ii) Ñëó÷àè ñëîæåíèÿ, êîíêàòåíàöèè ñ âåðøèíîé è ñêàëÿðíîãî
óìíîæåíèÿ î÷åâèäíû. Òàêèì îáðàçîì, äîêàæåì òîëüêî ñëó÷àé îïå-
ðàòîðà µ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ 1 6 j 6 n, supp(σj) ⊆ TΣ(X ∪ Zm)
äëÿ íåêîòîðîãî m > 0. Âûáåðåì z = zk ∈ Z ñ k > m. Áåç óìåíüøåíèÿ
îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî s(z1, . . . , zn) = µz.r(z1, . . . , zn, z) (ïåðå-
ìåííàÿ z � ¾ãðàíèöà¿), ãäå r(z1, . . . , zn, z) ∈ Arat〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉. Ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì r(σ1, . . . ,σn, z) ∈ Arat〈〈TΣ(X ∪Z)〉〉.
Ñëåäîâàòåëüíî, s(σ1, . . . ,σn) = µz.r(σ1, . . . ,σn, z) ∈ Arat〈〈TΣ(X ∪Z)〉〉
ïî ïàðàìåòðè÷åñêîìó òîæäåñòâó. ¤

Òåîðåìà 4.3 ([14], ðàçäåë 5). Arat〈〈TΣ(X∪Z)〉〉 = Arec〈〈TΣ(X∪Z)〉〉.
Äîêàçàòåëüñòâî.
(i) Ïîêàæåì, ÷òî Arec〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉 ⊆ Arat〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉. Äîêà-

çàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ïåðåìåííûõ êîíå÷íîé ïî-
ëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû. Èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå èí-
äóêöèè: åñëè τ = (τ1, . . . , τn), τi ∈ Arec〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉, 1 6 i 6 n,
ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ðåøåíèåì êîíå÷íîé ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòå-
ìû zi = qi(z1, . . . , zn), 1 6 i 6 n, ñ n ïåðåìåííûìè z1, . . . , zn, ãäå
qi(z1, . . . , zn) ∈ A〈TΣ(X ∪ Z)〉, òî τi ∈ Arat〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉.

(1) Ïóñòü n = 1 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî s ∈ Arec〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉 �
íàèìåíüøåå ðåøåíèå êîíå÷íîé ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû z1 = p(z1).
Òàê êàê p(z1) � ìíîãî÷ëåí, òî s = µz1.p(z1) ∈ Arat〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉.
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(2) Âîçüìåì êîíå÷íóþ ïîëèíîìèàëüíóþ ñèñòåìó zi = qi(z1, . . . ,
zn+1), 1 6 i 6 n + 1, n > 1. Ïóñòü τ(z1) = (τ2(z1), . . . , τn+1(z1)),
τi(z1) ∈ Arec〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉, 2 6 i 6 n + 1, � íàèìåíüøåå ðå-
øåíèå êîíå÷íîé ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû zi = qi(z1, . . . , zn+1),
2 6 i 6 n + 1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè çàêëþ÷àåì, ÷òî
τi(z1) ∈ Arat〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉. Òàê êàê q1(z1, . . . , zn+1) � ïîëèíîì,
òî îí ïðèíàäëåæèò Arat〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉. Ïî òåîðåìå 4.2 p(z1) =
= q1(z1, τ2(z1), . . . , τn+1(z1)) ëåæèò â Arat〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉. Òîãäà
µz1.p(z1) ëåæèò â Arat〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉. Ïî òåîðåìå 4.2 τi(µz1.p(z1)) ∈
∈ Arat〈〈TΣ(X∪Z)〉〉, 2 6 i 6 n+1. Ïî ïðàâèëó Áåêè÷à � Äå Áàêêåðà �
Ñêîòòà, (µz1.p(z1), τ2(µz1.p(z1)), . . . , τn+1(µz1.p(z1))) � íàèìåíüøåå
ðåøåíèå êîíå÷íîé ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû zi = qi(z1, . . . , zn+1),
1 6 i 6 n + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîíåíòû íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ
ñèñòåìû zi = qi(z1, . . . , zn+1), 1 6 i 6 n+1, ëåæàò â Arat〈〈TΣ(X∪Z)〉〉.

(ii) Ïîêàæåì, ÷òî Arec〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉 åñòü ðàöèîíàëüíî çàìêíóòàÿ
äèñòðèáóòèâíàÿ Σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ A〈TΣ(X ∪ Z)〉. Ýòî ïîâëå-
÷åò, ÷òî Arat〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉 ⊆ Arec〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉. Ïî òåîðåìå 4.1 (ñ
X ∪ Z âìåñòî X) Arec〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉 åñòü äèñòðèáóòèâíàÿ Σ-àëãå-
áðà, çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ñîäåðæà-
ùàÿ A〈TΣ(X ∪ Z)〉. Ñëåäîâàòåëüíî, íàì îñòàåòñÿ òîëüêî ïîêàçàòü,
÷òî µz.s, s ∈ Arec〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉, ëåæèò â Arec〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉. Ïóñòü
(τ2(z1), . . . , τn+1(z1)) ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ðåøåíèåì êîíå÷íîé ïî-
ëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû zi = pi(z1, . . . , zn+1), 2 6 i 6 n + 1, è âîçüìåì
s = τ2(z1). Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íóþ ïîëèíîìèàëüíóþ ñèñòåìó
z1 = p2(z1, . . . , zn+1), zi = pi(z1, . . . , zn+1), 2 6 i 6 n + 1. Òîãäà,
ïî ïðàâèëó Áåêè÷à�Äå Áàêêåðà�Ñêîòòà, µz1.τ2(z1) ÿâëÿåòñÿ ïåð-
âîé êîìïîíåíòîé åå íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ. ¤

Àíàëîãè÷íî ðàöèîíàëüíûì âûðàæåíèÿì (ñì. ÷. II [3], ðàçäåë 3)
è ΣZ-âûðàæåíèÿì (ñì. [29]) îïðåäåëèì ðàöèîíàëüíûå âûðàæåíèÿ
ðÿäîâ äåðåâüåâ. Ïóñòü A, Σ, X, Z è U = {+, ·, µ, [, ]} ïîïàðíî äèçú-
þíêòíû. Ñëîâî E íàä A ∪ Σ ∪X ∪ Z ∪ U íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì
âûðàæåíèåì ðÿäîâ äåðåâüåâ íàä (A,Σ, X, Z), åñëè:
(i) E � ñèìâîë èç X ∪ Z, èëè
(ii) E � îäíà èç ñëåäóþùèõ ôîðì: [E1 + E2], ω(E1, . . . , Ek), aE1

èëè µz.E1, ãäå E1, E2, . . . , Ek � ðàöèîíàëüíûå âûðàæåíèÿ ðÿ-
äîâ äåðåâüåâ íàä (A,Σ, X, Z), ω ∈ Σk, k > 0, a ∈ A è z ∈ Z.

Êàæäîå ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå ðÿäîâ äåðåâüåâ E íàä (A,Σ, X,
Z) îáîçíà÷àåò ôîðìàëüíûé ðÿä äåðåâüåâ |E| â A〈〈TΣ(X ∪ Z)〉〉 â ñî-
îòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèìè ñîãëàøåíèÿìè.
(i) Åñëè E ëåæèò â X∪Z, òî E îáîçíà÷àåò ðÿä äåðåâüåâ E, òî åñòü

|E| = E.
(ii) Äëÿ ðàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé ðÿäîâ äåðåâüåâ E1, . . . , Ek íàä

(A,Σ, X, Z), ω ∈ Σk, k > 0, a ∈ A, z ∈ Z, îïðåäåëèì
|[E1 + E2]| = |E1| + |E2| , |ω(E1, . . . , Ek)| = ω̄(|E1|, . . . , |Ek|) ,
|aE1| = a|E1| , |µz.E1| = µz.|E1| .



Формальные языки и автоматы VII: формальные ряды деревьев 

 

27 27

Ïóñòü ϕ1 è ϕ2 � îòîáðàæåíèÿ èç ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ âûðàæå-
íèé ðÿäîâ äåðåâüåâ íàä (A,Σ, X, Z) âî ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïîäìíî-
æåñòâ â X ∪ Z, îïðåäåëåííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì.
(i) ϕ1(x) = ∅, ϕ2(x) = {x}, x ∈ X,

ϕ1(z) = {z}, ϕ2(z) = ∅, z ∈ Z.
(ii) ϕj([E1 + E2]) = ϕj(E1) ∪ϕj(E2),

ϕj(ω(E1, . . . , Ek)) = ϕj(E1) ∪ . . . ∪ϕj(Ek),
ϕj(aE1) = ϕj(E1), a 6= 0, ϕj(0E1) = ∅, a = 0,
ϕj(µz.E1) = ϕj(E1)− {z}, j = 1, 2
äëÿ ðàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé ðÿäîâ äåðåâüåâ E1, E2, . . . , Ek

íàä (A,Σ, X, Z), ω ∈ Σk, k > 0, a ∈ A, è z ∈ Z.
Äàííîå ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå ðÿäîâ äåðåâüåâ E íàä (A,Σ, X,

Z), ϕ1(E) ⊆ Z, ñîäåðæèò ¾ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå¿ â E, òàê êàê
ϕ2(E) ⊆ X ñîäåðæèò èñïîëüçóåìûå ñèìâîëû àëôàâèòà ëèñòüåâ X.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |E| � ôîðìàëüíûé ðÿä äåðåâüåâ â A〈〈TΣ(ϕ2(E) ∪
∪ϕ1(E))〉〉. Èç òåîðåìû 4.3 è îïðåäåëåíèé, äàííûõ âûøå, âûòåêàþò
íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 4.4. Ðÿä äåðåâüåâ s ïðèíàäëåæèò Arat〈〈TΣ(X∪Z)〉〉∩
∩ A〈〈TΣ(X ′ ∪ Z ′)〉〉, ãäå X ′ ⊆ X, Z ′ ⊆ Z, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå ðÿäîâ äåðåâüåâ E íàä
(A,Σ, X, Z) òàêîå, ÷òî s = |E|, ãäå ϕ2(E) = X ′ è ϕ1(E) = Z ′.

Ñëåäñòâèå 4.5. Ðÿä äåðåâüåâ s ïðèíàäëåæèò Arat〈〈TΣ(X∪Z)〉〉∩
∩A〈〈TΣ(X ′)〉〉, X ′ ⊆ X, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå ðÿäîâ äåðåâüåâ E íàä (A,Σ, X, Z) òàêîå,
÷òî s = |E|, ãäå ϕ1(E) = ∅ è ϕ2(E) = X ′.

Ñëåäñòâèå 4.6. Ðÿä äåðåâüåâ s ïðèíàäëåæèò Arec〈〈TΣ(X ′)〉〉,
X ′ ⊆ X, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîå
âûðàæåíèå ðÿäîâ äåðåâüåâ E íàä (A,Σ, X, Z) òàêîå, ÷òî s = |E|,
ãäå ϕ1(E) = ∅ è ϕ2(E) = X ′.

Çàìåòèì, ÷òî íàøå ñëåäñòâèå 4.4 ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì, ÷åì
òåîðåìà Êëèíè â [14], ðàçäåë 5, òàê êàê ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü
íàøó òåîðåìó 4.2 è íå íóæäàåìñÿ â ¾çàìûêàíèè îòíîñèòåëüíî ïîä-
ñòàíîâêè¿ â îïðåäåëåíèè ðàöèîíàëüíî çàìêíóòîé äèñòðèáóòèâíîé
Σ-àëãåáðû. Ñóììèðóåì íàøè ðåçóëüòàòû â òåîðåìå òèïà òåîðåìû
Êëèíè (ñì. [14]).

Òåîðåìà 4.7. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ñòåïåííîì ðÿäå r ∈
A〈〈TΣ(X)〉〉 ýêâèâàëåíòíû:
(i) r � êîìïîíåíòà íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ êîíå÷íîé ïîëèíîìèàëü-

íîé ñèñòåìû;
(ii) r � ïîâåäåíèå êîíå÷íîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àâòîìàòà íàä ðÿäà-

ìè äåðåâüåâ;
(iii) ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå ðÿäîâ äåðåâüåâ E íàä

(A,Σ, X, Z), ãäå ϕ1(E) = ∅, òàêîå, ÷òî r = |E|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 3.6 è òåîðåìå 4.3. ¤
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Â õàðàêòåðèçàöèè ðàñïîçíàâàåìûõ ÿçûêîâ íàä äåðåâüÿìè â [29]
èñïîëüçóþò ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ çàìûêàíèÿ äëÿ ÿçûêà íàä äåðå-
âüÿìè r(y1, . . . , yn, y) ∈ B〈〈TΣ(X ∪ {y1, . . . , yn, y})〉〉, y = yn+1:

r0,y(y1, ... , yn, y) = {y},
rj+1,y(y1, ... , yn, y) = r(y1, ... , yn, rj,y(y1, ... , yn, y)) ∪ rj,y(y1, ... , yn, y),

j > 0, r∗y(y1, ... , yn, y) =
⋃

j>0 rj,y(y1, ... , yn, y).

(Çäåñü ìû èñïîëüçóåì èçîìîðôèçì ìåæäó P(TΣ(Y )) è B〈〈TΣ(Y )〉〉.)
Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ïîëèíîìèàëüíóþ ñèñòåìó íàä B, ñîäåðæà-

ùóþ îäíî óðàâíåíèå è ïåðåìåííóþ y0: y0 = r(y1, . . . , yn, y0) + y , è
îáîçíà÷èì ÷åðåç (τj(y1, . . . , yn, y) | j > 0) åå àïïðîêñèìèðóþùóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü

τ0(y1, . . . , yn, y) = 0 ,
τj+1(y1, . . . , yn, y) = r(y1, . . . , yn, τj(y1, . . . , yn, y)) + y, j > 0 .

C ðàâåíñòâîì rj+1,y(y1, . . . , yn, y) = r(y1, . . . , yn, rj,y(y1, . . . , yn, y)) +
y, j > 0, ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî ýëåìåíòàì àïïðîêñè-
ìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ j > 0:
(i) y 6 rj,y(y1, . . . , yn, y), y 6 τj+1(y1, . . . , yn, y);

(ii) τj(y1, . . . , yn, y) 6 rj,y(y1, . . . , yn, y);

(iii) rj,y(y1, . . . , yn, y) 6 τj+1(y1, . . . , yn, y).

Ïîñêîëüêó rj,y(y1, . . . , yn, y) =
∑

06i6j ri,y(y1, . . . , yn, y), ïîëó÷èì
sup(τj(y1, . . . , yn, y) | j > 0) = r∗y(y1, . . . , yn, y). Ñëåäîâàòåëüíî,
r∗y(y1, . . . , yn, y) � íàèìåíüøåå ðåøåíèå y0 = r(y1, . . . , yn, y0) + y, òî
åñòü µy0.(r(y1, ... , yn, y0) + y) = r∗y(y1, . . . , yn, y). Ýòè ñîîáðàæåíèÿ
ñïðàâåäëèâû íå òîëüêî äëÿ B, íî è äëÿ âñåõ êîëåö èäåìïîòåíòîâ.

Áîçàïàëèäèñ [14] ïðåäëîæèë çàìåíèòü µy0.(r(y1, . . . , yn, y0)+y) íà
µy.r(y1, . . . , yn, y). (Äëÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ Ãðóøêà [32]
íåÿâíî èñïîëüçîâàë ýòîò îïåðàòîð çàìûêàíèÿ; ñì. Êóèõ [36].) Ìû
èñïîëüçîâàëè ýòîò îïåðàòîð çàìûêàíèÿ èç [14] â íàøåé ñòàòüå. Ñó-
ùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ îïåðàòîðàìè çàìûêàíèÿ
ñîñòîèò â òîì, ÷òî r∗y(y1, . . . , yn, y) ∈ B〈〈TΣ(X ∪Yn∪{y})〉〉, òîãäà êàê
µy.r(y1, . . . , yn, y) ∈ B〈〈TΣ(X ∪ Yn)〉〉.

Ñîãëàñíî ïàðàìåòðè÷åñêîìó òîæäåñòâó ìû äàæå ìîæåì ñêàçàòü
áîëüøå: µy.r(y1, . . . , yn, y) = r∗y(y1, . . . , yn, 0). Ñëåäîâàòåëüíî, íà-
øà èíòåðïðåòàöèÿ ðàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé ðÿäîâ äåðåâüåâ íàä
[(B, Σ, X, Z), ïðèâåäåííàÿ íèæå, îòëè÷àåòñÿ îò èíòåðïðåòàöèè â [29].

Êàæäîå ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå ðÿäîâ äåðåâüåâ E íàä (B, Σ, X,
Z) îçíà÷àåò ÿçûê íàä äåðåâüÿìè |E| ⊆ TΣ(X ∪ Z) â ñîîòâåòñòâèè ñî
ñëåäóþùèìè ñîãëàøåíèÿìè.
(o) ßçûê íàä äåðåâüÿìè, îáîçíà÷åííûé ñèìâîëîì 0, åñòü ∅.
(i) ßçûê íàä äåðåâüÿìè, îáîçíà÷åííûé ñèìâîëîì x ∈ X, åñòü {x}.
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(ii) ßçûê íàä äåðåâüÿìè, îáîçíà÷åííûé ñèìâîëîì z ∈ Z, åñòü {z}.
(iii) Äëÿ ðàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé ðÿäîâ äåðåâüåâ E1, E2, . . . , Ek

íàä (B,Σ, X, Z), ω ∈ Σk, k > 0, z ∈ Z: |[E1 + E2]| = |E1| ∪
∪ |E2|, |ω(E1, . . . , Ek)| = ω̄(|E1|, . . . , |Ek|), |µz.E1| = µz.|E1|.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ èç [29].
Òåîðåìà 4.8. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ÿçûêå íàä äåðåâüÿìè

L ⊆ TΣ(X) ýêâèâàëåíòíû:

(i) L ïîðîæäàåòñÿ ðåãóëÿðíîé ΣX-ãðàììàòèêîé;

(ii) L ðàñïîçíàåòñÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûì êîíå÷íûì root-to-frontier
ΣX-ðàñïîçíàâàòåëåì;

(iii) L = |E|, ãäå E � ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå ðÿäîâ äåðåâüåâ íàä
(B, Σ, X, Z) è ϕ1(E) = ∅.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 4.8 ñèëüíåå, ÷åì ïðåäëîæåíèå 9.3 (òåîðåìà
Êëèíè) â [29], òàê êàê ìû íå íóæäàåìñÿ â ¾çàìûêàíèè îòíîñèòåëüíî
ïîäñòàíîâêè¿ äëÿ íàøèõ âûðàæåíèé íàä äåðåâüÿìè íàä(B,Σ, X, Z).

Ïðèìåð 4.1. Ïóñòü Σ = Σ0 ∪ Σ1 ∪ Σ2, Σ0 = {c, d}, Σ1 = {g},
Σ2 = {f}, z, z1 ∈ Z, è ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå ðÿäîâ
äåðåâüåâ [g(c) + µz1.[f(c, z1) + z]] íàä (B, Σ, X, Z). Îíî îçíà÷àåò

|[g(c) + µz1.[f(c, z1) + z]]| =
g(c) + z + f(c, z) + f(c, f(c, z)) + f(c, f(c, f(c, z))) + . . .

Êðîìå òîãî,

|[g(c) + µz1.[f(c, z1) + d]]| = |[g(c) + µz1.[f(c, z1) + z]]|[d/z] .

Ñðàâíèòå ýòî ñî âòîðûì ïàðàãðàôîì [29, c. 21]. ¤

Èññëåäîâàíèå ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíî àêöèåé Àâñòðî-Âåíãåðñêîãî íàó÷íî-
ïåäàãîãè÷åñêîãî ñîòðóäíè÷åñòâà, ïðîåêò 53ÎåU1.
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